priama uloha v gravimetrii



priama vs. obratena uloha v geofyzike
(direct, inverse problem in geophysics)

priama uloha:
znamy subor (vektor) parametrov zdroja z — vypocCitavame pole (vektor) u

u=A(z), kdeA() - jetzv.operator priamej tlohy

A A
priama uloha b Obratena tloha
obratena uloha:

zname pole (vektor) u — urCujeme subor (vektor) parametrov zdroja z
(hibka, rozmery, tvar, fyzikalne parametre)

z=A1u), kdeAl()-—jetzv. operator obratenej ulohy
je omnoho omnoho narocnejSia, ako priama uloha
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priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

odvodenie gravitaéného potencialu V

F — gravitacna sila, pésobiaca medzi
Foj—1 2 MM,  gvoma telesami s hmotnostami m; am,,
r r — je ich vzdialenost,
K — univerzalna gravitacna konStanta

vychadzame z Newtonovho zakonu:

pre intenzitu sily f plati: f=—=x—%=x— tu sme polozilim, = m

a pre maly element hmotnosti dm plati: f = K_drzn

r

Uvazujme teraz, aku potencialnu energiu ziska tento maly element hmotnosti dm,
ked ho umiestnime do urc€itého bodu v gravitachom poli. Tato energia sa da vyjadrit

Pomocou QI’é.C eA premiestnime dm v gravitacnom poli z miesta 1 do miesta 2:
2

—jf dr = —jK— dr = {—KdTml - K{dTmI

pozn.: znamlenko minus pred integralom vyjadruje skutoCnost, ze praca posobi proti
pdsobeniu gravitaného pola (potencialna energia sa ziskava).

Uvazujme, ze bod 1 je v nekoneCne — Cize aku pracu musime vynalozit, aby sme
hmotnost dm preniesli z nekonecna do jeho su€asnej pozicie (Cize do bodu 2).
Potom bude pre pracu A platit’




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

odvodenie gravitaéného potencialu V

Potom bude pre pracu A platit

2
r

o0

Dosadenie spodnej hranice vedie k nule a teda ziskame:
2
dm dm dm
A=x|l— | =k—=K—.
r r, r
Pricom sme polozilir, = r.

o0

Pre teleso s hmotnostou m (a objemom t) vieme tuto potencialnu energiu vyjadrit
integralom cez celkovu hmotnost:

dm
A=V=Kr.!-]T

Alebo integrovanim cez 3D objem t (pri uplatneni vztahu dm = odr, kde o je hustota):

odt
V= KIHT - zakladny vztah pre
T gravitacny potencial




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vySSie derivacie potencialu V:

Pri readlnych meraniach vSak potencial V (v su€asnosti) vSak merat nevieme.
namiesto toho meriame zrychlenie g, ktoré vyjadrujeme ako vertikalnu
derivaciu potencialu V, (velmi mala zmena pozd|z osi z):
g~V,= —
0z

Zo zrychlenia V, vychadzaju vSetky dalSie vySSie derivacie (gradienty)

potencialu: V,,, V,,, V,, a Vi, Vi, V5, Vo, Vg, Vi
Tieto tvoria tzv. tenzor vysSich derivacii:
Vxx ny sz

VyX VW VyZ
sz sz sz

Tieto dokazeme v suCasnosti merat pomocou gradientometrov (letecky a na mori).
Z celého tenzora je nezavyslych 5 zloziek: V,, V,,, V,,, V,, a V,,, nakolko plati
V

v = Vo Ve =V V, =V, a Vi +V, +V,, =0 (Laplaceova rovnica).



priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vySSie derivacie potencialu V: V.. V.. V..V

yo Vyy V

vzr Voo Voy Vg

XX

xyr ¥V xz1 zxr Vv zy

zobrazenie zloziek tenzora
vysSSich derivacii pre pripad

gule,
je pekne vidiet, ze plati:
ny = Vyx’ sz = sz’ Vyz = sz

a Vyu+V,+V,=0
(Laplaceova rovnica).




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vyjadrenie vzt'ahu pre potencial V v kartézskych suradniciach:

bod vypoctu: P(x, Y, z)
element objemu: dz(&, 1, £)

vzdialenost medzi nimi: = \/(ﬁ - X)2 +(n - Y)2 +(¢- Z)2

V= K”J'GdT_KHJ‘ 2 G(»’é,n,C) : _dedndc
ClE-X) +(-y) (C-2) |



priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vyjadrenie vzt'ahov pre vyssie derivacie potencialu V
v kartézskych suradniciach:

v, =2 B E) e
(&%) +(n-y) +(6-2)

V= 2l g
T T X - y) g2y |

Vo= 2D e
(&%) +(n-y) +(c-2) |

najpouzivanejsi vzt'ah v odvadzaniach vzt'ahov
pre priamu ulohu v gravimetrii (tzv. 3D pripad)




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vyjadrenie vzt'ahov pre vyssie derivacie potencialu V
v kartézskych suradniciach:

o(&m,¢)| 2 (a—x)z—(n—y)z—(c—z)ﬂdmﬂdC

I :
(%) +(n-y)' +(c-2)'

o(5n9)[2(r )2_(§_X)2_(€_Z)2}d&dnd€
(&%) +(m-y) +(c-2)' |

I

o(&m.6)| 2(6-2) —(a—xf—(n—yﬂdwC
(&%) +(n-y)' +(c-2) |

LX)




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vyjadrenie vzt'ahov pre vyssie derivacie potencialu V
v kartézskych suradniciach:

Voo IV gl oEnOEED)
[(a=x) +(n-y) +(5-2)
v :az_Vngm o(EmS)M=Y)E=2)  gegqc
(e=x)" +(n-y)' +(c-2)' ]

-2 _3 j,” &né & X)(n—Y) _dedndg
o (&%) +(n- >2+<c—z>12

Km (&M, C)( 7 n-y dednd




priama uloha v gravimetrii — zakladné odvodenia

vyjadrenie vztahov pre V, — tzv. 2D pripad:

'"'N

teleso je natiahnuté v smere

osi y (parameter n) od -0 do + o
a vo vztahu pre V, zo slajdu C.8
je rieseny integral pre n:

¥ V, = KJ‘J‘ (@ H,C)(C Z) 5 dedndc
ot [exf +(n-yf (2]
foos (postup rieSenia integralu pre n je

nacrtnuty v skriptach na str. 72 a 73)

@0) _ o f o(&CNC-2)
V] P

druhy najpouzivanejsi vzt'ah v odvadzaniach vztahov
pre priamu ulohu v gravimetrii (2D pripad)



priama uloha v gravimetrii — typické ucinky
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priebehy V,, V,,aV,, pre symetrické 2D teleso



priama uloha v gravimetrii — typické ucinky
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priebehy V,, V,,aV,, pre asymetrické 2D teleso

Twyreow] 227 Twyeow] £XA



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
tenka vertikalna ty¢ (1/2)

Vychadzame zo vSeobecného vztahu h
pre V, pre 3D telesa (slajd C. 8): 1

v =l SEmOETgeng;
[(=x) +(n-y) +(C-2) |

s tym, Ze uvazujeme konsStantnu hustotu

(vyjde pre integral) a polozimey=0az =0

(zaujima nas uginok na profile pozdiz osi x)

a £=0amn =0 (tyC je presne pod poCiatkom systému).

Potom mame;
@
¢

kde sme vyui’ili koncept tzv. dizkovej hustoty (1), o je vlastne hmotnost
jednotkovej dlzky tyCe (mb6zeme si to dovolit, nakolko teleso je tenké a jeho
prierez v smere x a y je velmi maly — integrovanie v tychto smeroch je malé)

VZ(X,O,O)=KGIII 5 —dédndl =«
Eng |:X2 _|_C2i|2

L4



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
tenka vertikalna ty¢ (2/2)

(pouzitim substiticie — zavedenim premennej t):

PokraCujeme rieSenim integralu z predoslého slajdu 1
h
1

— t37:

X2+h12 Ceccsssscssssssss=

x*+h,?
:_M{i} Y I
Jt \/x2+h12 \/x2+h22

X*+h

2

dt = 2¢dc

V, (%,0,0) = k[ — Ng{

hy [XZ +C2]2

1
= ml{—ztﬂ
2

Pre hibkovo neobmedzenu ty¢ (h, = h, h, = ) plati:

t=x2+ gz} 1 d

X +h,’?

X*+h}

vysledok

vz(x,o,o)zm{ﬁ}



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
horizontalny pas (1/3)

Vychadzame zo vSeobecného vztahu

ore V, pre 2D telesa (slajd &. 11): 8 1 b O .
| h_.____-"f;-h}_j
2D . el iy

s tym, Ze uvazujeme konsStantnu hustotu
(vyjde pre integral) a polozimez=0a{=h 3
(zaujima nas uginok na povrchu pozdiz osi x).

Potom mame:

Ve = ZKGJ;Q [(g—xr)]2 +h2]dgdc ) 2Kh'£ [(@—f)éJrh ]_ ZKhMj[ d(t3+h2

kde sme vyuzili koncept tzv. ploSnej hustoty (u), €o je vlastne hmotnost
jednotkovej plochy pasu (mézeme si to dovolit, nakolko teleso je tenké a jeho
rozmer v smere z vefmi maly — integrovanie v tomto smere je velmi malé)

| I |



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
horizontalny pas (2/3)

PokraCujeme rieSenim integralu z predoslého slajdu
(pouzitim substiticie — zavedenim premennej t):

+b % +b _t :(E—’_X)/h_
h? h dg
V, (x,0)=2«ph | a— =2Kph2_‘- 2 dt=dg/h |=
b{(ggzx) +h2} b|:(§ng —I—l:l_ d€=hdt |
bx +box
h h . kL
= ZKM% I [% = 2icpfartetg(t)] - = Zm{artctg(bhx) — artctg( bh Xﬂ -
h h

Pri nasledujucej uprave vyuzijeme neparnost funkcie arctg: arctg(-t) = -arctg(t)

= ZKp{artctg(XTerj - artctg(XT_bﬂ = 2icu(y, -y, )=2Kxu0  vysledok

Prechod k uhlom vy, a vy, je zrejmy z geometrie na obrazku (predchadzajuci slajd).



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

horizontalny pas (3/3)

Zo ziskaneého vysledku je zrejmé, ze gravitaCcné zrychlenie spdsobené
pritomnostou horizontalneho pasu je umerné uhlu, pod ktorym ,vidime®

pas z bodu P(x,0): V,(x,0) = 2kud

Uvedena skutoCnost sa da vyuzit pri odvodeni vztahov pre:
polonekonecnu dosku (tzv. sill) so zaCiatkom presne pod bodom x = 0:

+b—x
h % B
..=2«xplartetg(t)] = 2«plartetg(t)] = 2KH|:7; - artctg(hxﬂ — 2K]J|:;c + artctg(;](ﬂ
—-b—x —X
h h

a nekonecnu (tzv. Bouqguerovu) dosku:

+b—x
h
..=2xplartctg(t)]  =2«plartetg(t)] = 2Kl,l|:n + g} = 2Kkmp = 2knGAh = ?

o0

2

—b—x
h
kde Ah je vertikalny rozmer dosky.

—00



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

horizontalny pas (3/3)

Zo ziskaneého vysledku je zrejmé, ze gravitaCcné zrychlenie spdsobené
pritomnostou horizontalneho pasu je umerné uhlu, pod ktorym ,vidime®

pas z bodu P(x,0): V,(x,0) = 2kud

Uvedena skutoCnost sa da vyuzit pri odvodeni vztahov pre:
polonekonecnu dosku (tzv. sill) so zaCiatkom presne pod bodom x = 0:

+b—x
h % B
..=2«xplartetg(t)] = 2«plartetg(t)] = 2KH|:7; - artctg(hxﬂ — 2KH|:7; + artctg(;](ﬂ
—-b—x —X
h h

a nekonecnu (Bouqguerovu) dosku:

+b—x
h
..=2«xplartetg(t)]  =2«plartetg(t)] = 2K].L|:;c + 721} = 2icmcAh =0.04196Ah
—b—x
h
kde Ah je vertikalny rozmer dosky.

(Pozor! Vztah s konStantou 0.0419 plati len vtedy, ked je hustota ¢ dosadzovana
v jednotkach [g-cm-3] a vysledok je potom v jednotkach [mGal]).

o0

o0



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
horizontalny valec (1/2)

Vychadzame zo vSeobecného vztahu . .
pre V, pre 3D telesa (slajd C. 8): ‘h X
v, = X[ o(&n6)(c-2) dedndg (i)
‘o 0z B 2 2 2 g "
(&%) +(n-y) +(c-2) ] z

L

s tym, Ze uvazujeme konsStantnu hustotu (vyjde pre integral) a polozime z =0 ay =0,
£ =0, ¢ = h avalec je roztiahnuty v smere osi y na kazdu stranu o diZku A.

Zaujima nas uéinok na povrchu pozdiz osi x.

Potom mame:

V,(x,00) = ko] [ [ ——

gng[X +M —I—h

T dednd: = «

kde sme opat vyuZili koncept tzv. diZzkovej hustoty (1) - méZeme si to dovolit,

nakolko teleso je tenké a jeho prierez v smere x a z je vefmi maly — integrovanie
v tychto smeroch je malé)



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
horizontalny valec (2/2)

+A d']"l T x‘-‘
V,(x,0,0) = kAh j 7= 1“
A [x2 +n° Jrhz]3 ?
z
Uvedeny integral je mozné dt t
riesit pomocou nasledujﬂcehoj 5= kdea?=x*+h%t= M
tabulkového integralu: 1/612 Y a’+a’ +t°
- 1+A A
V,(x,0,0)=kxh i = 2kAh
(x2+h2)\/x2+n2+h2 A (x2+h2>\/x2+A2+h2
B B priebezny vysledok
V pripade 2D horizontalneho valca (A—x) treba riesit’ limitu: A
lm \/ Az 2 lim 2 Az 2 =1
A_)OOX+A+h A_)OO\/X A h
A2 A7 A?

h

Potom: V(ZD)Z(X,O,O) 2K\ 5 ,
x% +h vysledok




priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

2D pravouhly hranol (2D prism) 0 T
S
Vychadzame zo vSeobecného vztahu
pre V, pre 2D telesa (slajd ¢. 11): 7 1%
W ¢t
V)= o | o(& ¢)c-2) dedc 2

gg(‘g_x)z"'(g_z)z

2
Po integracii vo vSetkych dvoch smeroch (napr. skripta Gravimetria, str. 106 - 107)
dostaneme nasledujuci vztah (najprv sa integruje v z-ovom smere):

% 0)= ko (& - )+C1 (gz_x)zJFClZJr
wx0) ) &0 X250 e, g 12

- ZQZ[arctg E*‘ZC; X _arctg aéz Xj T Zgl(arctg 51 - —X _arctg gzxﬂ



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

pravouhly stupen (step)

L

Z

Vychadza sa zo vztahu pre 2D-hranol (napr. u€ebnica Mudrecova, Veselov, 1990),
pricom sa jedna x-ova suradnica berie rovna nule a druha ide do nekonecna,
napokon sa ziska nasledujuci vztanh:

2
V,(x,0)= ko —(&—x)ln(i_x)%:2 }hz(n—Zarctg ih_xj—h [n—ZarctggX)

2 1



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
Sikmy stupen (inclined step)

Vychadzame zo vSeobecného vztahu h, / X
pre V, pre 2D telesa (slajd ¢. 11): g

(20) o(& ENE~2) ij
VT e 4

Vezmeme polonekonecCnu dosku a tuto integrujeme tak, aby sme riou ,vyplinili®
objem tohto Sikmého stupfia (meni sa jej vzdialenost od osi z).
Po integracii (napr. skripta Gravimetria, str. 110) dostaneme nasledujuci vztah:

V,(x,0)= ZKG{Q(garctg Sa _C(;Otgaj— Sa si2r12 & In(é;2 —2¢_Csinocoso+&,° sin’ oc)—

h,
—&, sina.cosaarctg

¢, sin” o

-, cosasin a}

hy



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
Sikma doska (dyke)

Vznikne odcCitanim ucinkov dvoch Sikmych stupnov:

Ziskame koncovy vztah napr. skripta Gravimetria, str. 113 :

V,(x,0) = 2x0[h,w, —hyy; — oy, +hpyy +5sin? o{x In rrz —(x—=2Db)In rr2’ j +
1 1

+[x(wz —wi)=(x=2b)wp —yy )Jsinacos o

kde v je skrateny zapis pre typ vyrazu arctg()



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

3D pravouhly hranol (3D prism) &
W) L
\lychadzame zo vieobecného vztahu 0 b
pre V, pre 3D telesa (slajd C. 8): [ b
T
oV G(SM, —Z &3
v, =Xl EnE=2) e bt
Z 2 2 273
(=) +(n-y)" +(c-2) |

Po integracii vo vSetkych troch smeroch (napr. skripta Gravimetria, str. 103 - 105)

dostaneme nasledujuci vztah:
V,(000)=-wofelnfn++E2 17+ Jeninlg+ 22 +n? + 22 )+

2+ + } &
né
G

+arctg

N2

M

S

St

Pozn.. Tento vztah pravdepodobne odvodil uz Everest (1830), avSak v praxi je na mnohych
miestach citovany nespravny vzorec Nagy (1966), my zvykneme citovat ruského autora

Sorokina (1951).



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
gula, gulova vrstva (sphere, spherical layer) 1/2

Vychadza sa zo zakladného vztahu pre potencial V pre 3D teleso (snimok ¢€.4):

V= K”J- odt

Ale vztah sa vyjadri nie pre kartézske ale sférické suradnice (skripta, str. 86-87).

J- \ / /
Dh] 23
Integracia pozdiZ suradnice ¢ je jednoducha (vysledkom je nasobenie konstantou), potom

sa integruje pozdiz suradnice 9 a az na zaver pozdiz R. A prave tato integracia je zaujimava,
nakolko tu sa da rozlisit, ¢i sa bod vypoctu nachadza mimo qule alebo v jej vnutri.




priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso
gula, gulova vrstva (sphere, spherical layer) 2/2

Vysledkom je pre bod mimo gule znamy vztah:

V= KM = K4na301
3 R

kde M je hmotnost gule a R je vzdialenost bodu vypocCtu od jej stredu.

Velmi zaujimavy je vysledok pre bod vo vnutri gule
(Uplne z neho vypadla radialna suradnica R!): |

V= §RK6(3822 — a12)

Vztah pre V, ziskame prechodom do kartézskych suradnic a derivovanim podla z.

—Z
VZ:KMCR3 VZ:O

bod mimo gule

bod vo vnutri gule
(kdekolvek, nie len v jej strede)



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

asi najdélezitejsi vzt'ah — tzv. 2D polygonalny hranol, presnejSie
presnejSie: 2D horizontalny hranol s polygon. prierezom (polyg. prism),
slangovo — ,,Talwaniho vzt'ah*

X

Odvodili Talwani and Ewing (1960), priom vychadzali (%,2) G2
z konceptu komplexneho potencialu a fundamentalne
teleso bol hranol s trojuholnikovym prierezom. 26 )
Ddélezité su suradnice rohov (x;, z;) polygonalneho prierezu. {5

7 (x2)

Vysledny vztah (napr. skripta Gravimetria, str. 124):
o 2 r: ’ITIH_ Il.njq
il = X L e

(X .« Sl
) e 38 i+ i
i _.1 l.} + ‘Il” f.I} {

. ; A
Il.n i " ) 2

I R = 5




priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

a najmodernejsi vztah — tzv. 3D polyhedralny hranol (polyhéder)

Odvadili viaceri autori koncom 80ich a v 90ich rokoch 20. Storocia —

napr. Gotze a Lahmayer (1988), Pohanka (1988)

pricom vychadzali z 3D ekvivalentu Gauss-Ostrogradskeho vety

(prvé vydokladovanie publikovania tohto vztahu: Sludsky (1863) a Mehler (1866) ).

V4400

Vysledny vztah (napr. skripta Gravimetria, str. 128):

2 2 2 =

,-" : "t a4 n}//s +a. +E

- lnll-lr +{ ] {arutg i,J - 2 Y Bl FRREEE
i

1,

wlrﬁtgm]!l"-[n—d__l.-l+i_

1,1 1,)

. t
[I E {aj JE'-.r' I+E -I-g l'j{vl'ji-EI+th]+E1[ﬁth+El]] e

- at
o SRR lip, ((u € +p “'-1[“;,;*51”] =



priama tloha v gravimetrii — priklad odvodenia V, pre jednoduché teleso

a najmoderne

Sivztah —tzv. 3D polyhedralny hranol (polyhéder)

General 3D polyhedra

Density contrast Singulanty-free Components References

Constant - 'S Paul (1974)

Constant - g, Barnett (1976)

Constant — Vo, VV @ Okabe (1979)

Constant i i Waldvogel (1979)

Constant v Vi Pohanka (1988) Gotze and Lahmayer (1988)
Constant i VV Kwok (1991)

Constant v Vi Holstein and Ketteridge (1996)
Constant v ¢, Vi, VV D’Urso (2013, 2014a)
Constant v Vi Conway (2015)

Linear v Vi Hansen (1999)

Linear v @, Vi, VV Holstein (2003)

Linear v i Hamayun and Tenzer (2009)
Linear v ¢, Vo, VVg D" Urso (2014b)

Constant v ¢, Vo Our approach

Linear v @, Vb Our approach

Quadratic v i Qur approach

Symbols ./ and — indicate the availability and non-availability of a singularity-free analytic formula.
Symbol ¢ denotes the gravitational potential, V¢ denotes the gravitational field and VV¢ denotes the

oravity gradient tensor (e.g., Beika and Pedersen 2010; Abtahi et al. 2016)



Fotka z diskusie Nemeckej geofyzikalnej konferencie (2009):

Prof. Gotze prof. Talwani
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