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Đvod 

Tieto uļebn® texty z matematiky s¼ urļen® pre prvĨ roļn²k geol·gie na 

Pr²rodovedeckej fakulte Univerzity Komensk®ho v Bratislave. Rozdelen® s¼ do 

jeden§stich lekci², priļom snahou bolo pokryŠ z§kladn® t®my ¼vodu do matematickej 

analĨzy. Tieto t®my tvoria teoretick® z§klady mnohĨch analytickĨch a interpretaļnĨch 

met·d, predn§ġanĨch a pouģ²vanĨch v r¹znych odvetviach z§kladnej a aplikovanej 

geol·gie. Kaģd§ lekcia zodpoved§ tĨģdennej predn§ġke, ktor§ trv§ dve vyuļovacie 

hodiny. 

Kaģd§ lekcia obsahuje teoretick¼ pr²pravu t®my, z§kladn® vety, vzorce, 

pozn§mky a upozornenia na ļast® chyby. Vġetky vety s¼ bez d¹kazov, pretoģe sa 

nazd§vame, ģe pre posluch§ļov prv®ho roļn²ka geol·gie nie s¼ potrebn®. T² ġtudenti, 

ktor² sa bud¼ nesk¹r poļas ġt¼dia ġpecializovaŠ na aplikovan¼ geofyziku alebo ktor² 

maj¼ hlbġ² z§ujem o prezentovan® uļivo, bud¼ potrebovaŠ aj niektor® d¹kazy. ZatiaŎ ich 

poļas predn§ġok odkazujeme na ġtandardn® uļebnice matematickej analĨzy. 

Po kaģdej lekcii nasleduj¼ pr²klady ï uvedenĨch je ich pribliģne 400 a s¼ 

usporiadan® do skup²n na z§klade podobnosti. Pr²klady s¼ Šaģiskom tĨchto textov. 

Vġetky pr²klady s¼ uveden® spolu s rieġeniami a s¼ origin§lne (ģiaden pr²klad nie je 

prevzatĨ z autormi zn§mych zbierok rieġenĨch pr²kladov). 

 

        kolekt²v autorov 
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Lekcia 1 ï Mnoģiny 

Nov® pojmy 

a. Mnoģina, (ne)pr§zdna mnoģina, (ne)koneļn§ mnoģina, (prav§) podmnoģina, (prav§) 

nadmnoģina, zjednotenie, prienik, rozdiel, kartezi§nsky s¼ļin, potencia 

b. Zobrazenie, obraz mnoģiny, prost® zobrazenie 

c. Horn® (doln®) ohraniļenie, zhora (zdola) ohraniļen§ mnoģina, supremum, infimum, 

minimum, maximum 

d. Absol¼tna hodnota 

e. Interval, zŎava (sprava) otvorenĨ (uzavretĨ) interval, neohraniļenĨ interval, okolie 

Pouģ²van® symboly 

V nasledovnĨch textoch sa bud¼ vyskytovaŠ nasledovn® symboly: 

Symbol N§zov Ļ²ta sa 

" VġeobecnĨ kvantifik§tor KaģdĨ, pre kaģd®, vġetky 

$ ExistenļnĨ kvantifik§tor Existuje 

Ø Konjunkcia A z§roveŔ 

Ù Alternat²va Alebo 

Ý  Implik§cia Z toho vyplĨva 

Ú  Ekvivalencia Je rovnocenn®, je ekvivalentn®, pr§ve vtedy 

Í (Î) Patr² (nepatr²) Patr², je prvkom (nepatr², nie je prvkom) 

Æ Prienik Prienik 

Ç Zjednotenie Zjednotenie (pom¹cka ĂĐniañ) 

Ë Podmnoģina Je podmnoģinou 

È Nadmnoģina Je nadmnoģinou 

­  Zobrazenie Sa zobraz² na 

­  Ġ²pka Ide k, bl²ģi sa k 

¤ Nekoneļno Nekoneļno 

A Kr¼ģok Zloģen§ funkcia 

Jednotliv® symboly bud¼ podrobnejġie vysvetlen® priamo v texte. 

Mnoģiny 

Mnoģina. Pojem mnoģina ch§peme intuit²vne, nedefinuje sa. EkvivalentnĨmi 

pojmami s¼ skupina, s¼bor. 

Prvok mnoģiny. Veci, elementy, ļleny, ļastice, s¼ļiastky ļi poloģky, ktor® mnoģina 

obsahuje, sa volaj¼ prvky mnoģiny. 



  Lekcia 1 ï Mnoģiny 

 7 

Pr§zdna mnoģina. Pr§zdna mnoģina je tak§, ktor§ neobsahuje ani jeden prvok. 

Oznaļuje sa {} alebo Ï. 

Nepr§zdna mnoģina. Nepr§zdna mnoģina je tak§, ktor§ obsahuje aspoŔ jeden prvok. 

Koneļn§ mnoģina. Koneļn§ mnoģina je tak§, ktor§ obsahuje koneļnĨ poļet prvkov. 

Nekoneļn§ mnoģina. Nekoneļn§ mnoģina je tak§, ktor§ obsahuje nekoneļnĨ poļet 

prvkov. 

Podmnoģina. AxBxAB ÍÍ"ÚË :  alebo ( )AxBxAB ÍÝÍÚË  

Mnoģina B je podmnoģinou mnoģiny A vtedy, ak sa v mnoģine A nach§dzaj¼ vġetky 

prvky, ktor® s¼ aj v mnoģine B. Podmnoģina B je tieģ mnoģina. M§ vģdy menej alebo rovnako 

veŎa prvkov ako mnoģina A. Mnoģina je vģdy podmnoģinou sama sebe. Napr²klad 

podmnoģinou kmeŔa Mollusca je trieda Cephalopoda. 

Prav§ podmnoģina. Prav§ podmnoģina B je tak§ podmnoģina mnoģiny A, ktor§ m§ 

menej prvkov ako mnoģina A. Nem¹ģe maŠ rovnakĨ poļet prvkov. 

Nadmnoģina. Ak B je podmnoģinou mnoģiny A, tak A je nadmnoģinou mnoģiny B. 

Prav§ nadmnoģina. Ak B je pravou podmnoģinou mnoģiny A, tak A je pravou 

nadmnoģinou mnoģiny B. Mus² maŠ teda viac prvkov ako mnoģina B. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² podmnoģ²n, nadmnoģ²n, pravĨch podmnoģ²n a 

pravĨch nadmnoģ²n sa ļasto st§va, ģe sa ļlovek s¼stred² len na poļty prvkov a za podmnoģinu 

urļ² t¼, ktor§ m§ prvkov menej. Treba daŠ ale pozor, aby vġetky prvky podmnoģiny boli aj 

v nadmnoģine. Ak by sa v potenci§lnej podmnoģine naġiel ļo len jeden prvok inĨ, ako 

v potenci§lnej nadmnoģine, tieto dve mnoģiny nie s¼ vo vzŠahu podmnoģina ï nadmnoģina. 

Zjednotenie. ( ) ( )( )BxAxBAx ÍÙÍÚÇÍ . 

Zjednotenie mnoģ²n je tieģ mnoģina. Je to tak§ mnoģina, ktor§ vznikne zl¼ļen²m 

mnoģ²n, napr. A a B. 

Prienik. ( ) ( )( )BxAxBAx ÍØÍÚÆÍ . 

Prienik mnoģ²n je tieģ mnoģina. Je to tak§ mnoģina, v ktorej s¼ len tie prvky, ktor® s¼ 

v danĨch mnoģin§ch, napr. A a B. 

Rozdiel. ( ) ( )( )BxAxBAx ÎØÍÚ-Í . 
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Rozdiel mnoģ²n je tieģ mnoģina. Je to tak§ mnoģina, v ktorej s¼ prvky z mnoģiny A, 

ale nesm¼ byŠ v mnoģine B. Je to t§ ļasŠ, ktor§ je v mnoģine A navyġe oproti mnoģine B. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² rozdielu mnoģ²n sa ļasto st§va, ģe ļloveku 

vyjde mnoģina, ktor§ m§ menej ako 0 prvkov. To nie je moģn®, preto si treba pozrieŠ, ļo sa 

od ļoho odļ²ta. 

Kartezi§nsky s¼ļin KAB. Kartezi§nsky s¼ļin mnoģ²n A a B je mnoģina vġetkĨch 

usporiadanĨch dvoj²c [ ]ba, , priļom BbAa ÍØÍ .  

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² kartezi§nskeho s¼ļinu sa ļasto st§va, ģe 

ļlovek si mysl², ģe [ ][ ]abba ,, = . To je chyba. Dvojica je preto usporiadan§, lebo z§leģ² aj na 

porad² prvkov. 

Potencia. Potencia mnoģiny A je mnoģina vġetkĨch podmnoģ²n mnoģiny A. Zvykne 

sa oznaļovaŠ PA. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² potencie sa ļasto st§va, ģe ļlovek niektor® 

podmnoģiny zabudne. Potencia sa Šaģko urļuje pri mnoģin§ch, ktor® maj¼ veŎa prvkov alebo 

dokonca nekoneļnĨ poļet prvkov. 

Intervaly  

OtvorenĨ interval. Nech s¼ dan® ļ²sla a,b, priļom a<b. OtvorenĨ interval je mnoģina 

vġetkĨch ļ²sel x takĨch, ģe a<x<b. Oznaļuje sa ( )ba, , alebo ]a,b[. 

UzavretĨ interval. Nech s¼ dan® ļ²sla a,b, priļom a<b. UzavretĨ interval je mnoģina 

vġetkĨch tĨch ļ²sel x takĨch, ģe bxa ¢¢ . Oznaļuje sa ba,  alebo[ ]ba, . 

ZŎava otvorenĨ interval (sprava uzavretĨ interval). Nech s¼ dan® ļ²sla a,b, priļom 

a<b. ZŎava otvorenĨ interval (sprava uzavretĨ interval) je mnoģina vġetkĨch ļ²sel x takĨch, ģe 

bxa ¢< . Oznaļuje sa (ba,  alebo] ]ba, . 

Sprava otvorenĨ interval (zŎava uzavretĨ interval). Nech s¼ dan® ļ²sla a,b, priļom 

a<b. Sprava otvorenĨ interval (zŎava uzavretĨ interval) je mnoģina vġetkĨch ļ²sel x takĨch, ģe 

bxa <¢ . Oznaļuje sa )ba,  alebo [ [ba, . 

Zhora neohraniļenĨ interval. Zhora neohraniļenĨ interval je takĨ, ktorĨ nem§ horn® 

ohraniļenie. 
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Zdola neohraniļenĨ interval. Zdola neohraniļenĨ interval je takĨ, ktorĨ nem§ doln® 

ohraniļenie. 

Okolie. Okolie bodu a je akĨkoŎvek interval, ktorĨ obsahuje bod a. Zvykne sa 

oznaļovaŠ Oa. 

Zobrazenie 

Zobrazenie. Zobrazenie f mnoģiny A do mnoģiny B je dan® vtedy, keŅ kaģd®mu 

prvku z mnoģiny A je priradenĨ pr§ve jeden prvok z mnoģiny B. Oznaļuje sa BAf ­: . 

V mnoģine A s¼ teda predlohy (vzory) pre zobrazenie a v mnoģine B obrazy 

(vĨsledky) zobrazenia. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² zobrazenia sa ļasto st§va, ģe ļlovek prirad² 

jedn®mu prvku z mnoģiny A viac prvkov z mnoģiny B. To je chyba. Ale je moģn®, a dokonca 

ļast®, ģe viacerĨm prvkom z mnoģiny A je priradenĨ ten istĨ prvok z mnoģiny B. 

Obraz mnoģiny. Obraz mnoģiny je mnoģina vġetkĨch obrazov prvkov. 

Prost® zobrazenie. Prost® zobrazenie je tak®, pre ktor® plat², ģe kaģd® dva r¹zne 

prvky z mnoģiny A maj¼ dva r¹zne obrazy v mnoģine B. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri urļovan² prost®ho zobrazenia sa ļasto st§va, ģe ļlovek 

predsa len prirad² dvom r¹znym prvkom z mnoģiny A jeden a ten istĨ prvok z mnoģiny B. To 

je chyba. 

Vlastnosti mnoģ²n 

Horn® ohraniļenie. Horn® ohraniļenie mnoģiny A je ļ²slo k, ak pre AxÍ"  je kx¢ . 

Doln® ohraniļenie. Doln® ohraniļenie mnoģiny A je ļ²slo l, ak pre AxÍ"  je lx² . 

Zhora ohraniļen§ mnoģina. Zhora ohraniļen§ mnoģina je tak§, ktor§ m§ horn® 

ohraniļenie. 

Zdola ohraniļen§ mnoģina. Zdola ohraniļen§ mnoģina je tak§, ktor§ m§ doln® 

ohraniļenie. 

Ohraniļen§ mnoģina. Mnoģina je ohraniļen§, ak je ohraniļen§ zdola aj zhora. 

Supremum. Supremum je najmenġie horn® ohraniļenie. 

Infimum. Infimum je najvªļġie doln® ohraniļenie. 
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Maximum. Ak supremum patr² mnoģine, vol§ sa maximum. 

Minimum. Ak infimum patr² mnoģine, vol§ sa minimum. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Ļasto si Ŏudia mĨlia supremum s maximom a infimum 

s minimom, lebo sa nevedia rozhodn¼Š, ļi supremum do mnoģiny patr² alebo nie. Ļasto Ŏudia 

povaģuj¼ napr²klad zhora ohraniļen¼ mnoģinu za ohraniļen¼. Ale na to, aby bola mnoģina 

ohraniļen§, mus² byŠ ohraniļen§ aj zdola aj zhora. 

Absol¼tna hodnota 

Absol¼tna hodnota. { }aaa ,max-= . 

Absol¼tna hodnota nie je nikdy z§porn§, ļi uģ je ļ²slo a kladn® alebo z§porn®. Beģne 

sa urļ² tak, ģe sa zabudne na znamienko. 

Pozn§mka a ļast® chyby. Urļenie absol¼tnej hodnoty zabudnut²m na znamienko je 

v poriadku len vtedy, ak sa urļuje absol¼tna hodnota ļ²sla. Ak je pod absol¼tnou hodnotou 

funkcia, probl®m je zloģitejġ² a treba vĨpoļtom zistiŠ, kde funkcia nadob¼da kladn® a kde 

z§porn® hodnoty. 
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Pr²klady 

Pr²klad 1. Ktor® z nasledovnĨch s¼ mnoģiny? Ktor® s¼ koneļn®, ktor® nekoneļn®? 

KoŎko maj¼ prvkov? 

a. ļ²sla 1,2,3 

b. {a, +, g, 4} 

c. {}30

1=nn  

d. {}  

e. {st¹l, stoliļka, ryba} 

f. {}¤=1nn  

g. {}{ } 

h. {}{ }12

1,2,1 =ii

Rieġenie. Vġetky s¼ mnoģiny. 

a. Koneļn§, 3 prvky. 

b. Koneļn§, 4 prvky. 

c. Koneļn§, 30 prvkov. 

d. Koneļn§, 0 prvkov. 

e. Koneļn§, 3 prvky. 

f. Nekoneļn§, ¤ 

prvkov. 

g. Koneļn§, 1 prvok. 

h. Koneļn§, 14 prvkov.

Pr²klad 2. V ktorĨch pr²padoch BAË  a kedy ABË ? Kedy sa jedn§ o prav® 

podmnoģiny? 

a. A={1,2}; B={1,2,3}  

b. A={1,2,3}; B={1,2}  

c. A={jablko}; B={jablko}  

d. A={}; B={1}  

e. A=B={}  

f. A={}5
1=iix ; B={}6

1=iix  

g. A=Á; B=¿ 

h. A=Z; B=¿ 

i. A=nez§porn® ļ²sla; B=kladn® ļ²sla

Rieġenie. 

a. BAË , prav§ 

b. ABË , prav§ 

c. BAË , ABË  

d. BAË , prav§ 

e. BAË , ABË  

f. BAË , prav§ 

g. ABË , prav§ 

h. ABË , prav§ 

i. ABË , prav§ 

Pr²klad 3. N§jdi BAÆ , BAÇ , BA- , AB- . 

a. A={1,2,3}; B={1,2}  

b. A={orech, jablko}; B={hruġka, 

koleso} 

c. A={}5
1=iix ; B={}6

1=iix  

d. A=Z; B=¿ 
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Rieġenie. 

a. { } BBA ==Æ 2,1 , { } ABA ==Ç 3,2,1 , {}3=-BA , {}=-AB  

b. {}=ÆBA , { }kolesohruġkajablkoorechBA ,,,=Ç , { } AjablkoorechBA ==- , , 

{ } BkolesohruġkaAB ==- ,  

c. {} AxBA
ii ==Æ
=

5

1
, {} BxBA

ii ==Ç
=

6

1
, {}=-BA , {}6xAB =-  

d. BBA =¿=Æ , AZBA ==Ç , -=- 0ZBA , {}=-AB  

Pr²klad 4. Zisti DCBA ÆÆÆ  a DCBA ÇÇÇ . 

a. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3}; 

D={1,2,3,4} 

b. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3}; 

D={2,3,4,5} 

c. A=Z, B=¿, C=Q, D=Á 

d. A=Z, B=¿, C=Á, D={0}  

e. A=Z, B=¿, C=Á, D={}  

Rieġenie. 

a. 1=ÆÆÆ DCBA , { }4,3,2,1=ÇÇÇ DCBA  

b. {}=ÆÆÆ DCBA , { }5,4,3,2,1=ÇÇÇ DCBA  

c. ¿=ÆÆÆ DCBA , Á=ÇÇÇ DCBA  

d. {}=ÆÆÆ DCBA , Á=ÇÇÇ DCBA  

e. {}=ÆÆÆ DCBA , Á=ÇÇÇ DCBA  

Pr²klad 5. V ktorĨch pr²padoch ( ) ( )CBACBA ÇÆ=ÇÆ ? 

a. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3}  

b. A={ }̈; B={¦§©}; C={¦©}  

c. A={}5
1=iix ; B={}6

1=iix ; C={}7
1=iix  

d. A=Z; B=Á; C={}  

Rieġenie. 

a. ( ) { } ( ){}13,2,1 =ÇÆ¸=ÇÆ CBACBA

 

b. ( ) ( ){}=ÇÆ¸=ÇÆ CBACCBA  

c. ( ) ( ) ACBACCBA =ÇÆ¸=ÇÆ  

d. ( ) ( )CBAZCBA ÇÆ==ÇÆ
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Pr²klad 6. Urob kartezi§nsky s¼ļin mnoģ²n A a B. 

a. A={1,2}; B={s,r}  

b. A={pyrit, chalkopyrit}; B={jablko, 

hruġka} 

c. A={zem}; B={1,2,3,4} 

d. A=Á; B=Á 

e. A=Z; B=Z 

f. A={}; B={1,2}  

Rieġenie. 

a. [ ][ ][ ][ ]{ }rsrs ,2,,2,,1,,1  

b. [ ][ ][ ][ ]{ }hruġkatchalkopyrijablkotchalkopyrihruġkapyritjablkopyrit ,,,,,,,  

c. [ ][ ][ ][ ]{ }4,,3,,2,,1, zemzemzemzem  

d. Vġetky body s¼radnicovej s¼stavy, danej osami x a y 

e. Vġetky body s¼radnicovej s¼stavy, danej osami x a y, ale tak®, ktor® s¼ prieseļn²kmi 

priamok Zccx Í= ;  a Zccy Í= ; . S¼ to teda vġetky tie body, ktorĨch s¼radnice s¼ cel® 

ļ²sla. 

f. {} 

Pr²klad 7. Urļi potenciu mnoģiny A. 

a. A={1,2,3}  

b. A={jablko}  

c. A={}  

d. A={a,b,c,d}

Rieġenie. 

a. {}{}{}{}{ }{}{ }{ }{ }3,2,1,3,2,3,1,2,1,3,2,1,  

b. {}{ }{ }jablko,  

c. {}{ } 

d. {}{}{}{}{}{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }{ }dcbadcbdcadbacbadcdbcbdacabadcba ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

 



Uļebn® texty z matematiky pre 1. roļn²k geol·gie 

 

Pr²klad 8. Ktor® s¼ zobrazenia BA­ ? 

a.  

b.  

c.  

d.  

e.  

f. 

Rieġenie. 

a. Je to zobrazenie, pretoģe kaģd®mu prvku z A sa prirad² pr§ve jeden prvok z B. 

b. Nie je zobrazenie, pretoģe nie kaģd®mu prvku z A sa prirad² nieļo z B prirad². 

c. Je to zobrazenie, pretoģe kaģd®mu prvku z A sa prirad² pr§ve jeden prvok z B. Nevad², ģe 

sa cel® B nevyļerpalo. 

d. Nie je zobrazenie, pretoģe jedn®mu prvku z A sa priradil viac ako jeden prvok z B. 

e. Je to zobrazenie, pretoģe kaģd®mu prvku z A sa prirad² pr§ve jeden prvok z B. Nevad², ģe 

viac prvkov sa zobrazilo na jeden. 

f. Nie je zobrazenie BA­ , pretoģe aj z B sa zobrazuje. 

Pr²klad 9. Zisti, ļi je mnoģina A zhora (zdola) ohraniļen§, ļi je ohraniļen§ a n§jdi 

nejak® horn® (doln®) ohraniļenie. 

a. A={1,2,3,4,5,6} 

b. A={ -1000,0,1000} 

c. A={jablko, hruġka, 

orech} 

d. A={}100

1=ii  

e. A={}20

1000

-

-=ii  

f. A={}¤=02

ss  

g. A={}¤-=5

2

ss  

h. A={}23

-¤=ss

Rieġenie. 

a. Ohraniļen§, l=0 , k=10 

b. Ohraniļen§, l= -100000, k=100000 

c. NezoraditeŎn§ mnoģina 

d. Ohraniļen§, l=0 , k=100 

e. Ohraniļen§, l= -5550, k=10 

f. Ohraniļen§ zdola, l= -10 

g. Ohraniļen§ zdola, l= -110 

h. Ohraniļen§ zhora, k=9 
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Pr²klad 10. N§jdi supremum, maximum, infimum a minimum mnoģiny A. 

a. A={1,2,3,4,5,6} 

b. A={ -1000,0,1000} 

c. ( 2;1-=A  

d. A={jablko, hruġka, 

orech} 

e. A={}100

1=ii  

f. )5;1=A  

g. A=

100

1

1

=ý
ü
û

í
ì
ë

ii
 

h. A=

¤

=ý
ü
û

í
ì
ë

1

1

ii
 

i. ( )3;1-=A  

j. A=

¤

-¤=ý
ü
û

í
ì
ë

ii

1

Rieġenie. 

a. 1inf =A , 1min =A , 6sup =A , 6max =A  

b. 1000inf -=A , 1000min -=A , 1000sup =A , 1000max =A  

c. 1inf -=A , minimum nem§, 2sup =A , 2max =A  

d. NezoraditeŎn§ mnoģina 

e. 1inf =A , 1min =A , 100sup =A , 100max =A  

f. 1inf =A , 1min =A , 5sup =A , maximum nem§ 

g. 01,0inf =A , 01,0min =A , 1sup =A , 1max =A  

h. 0inf =A , minimum nem§, 1sup =A , 1max =A  

i. 1inf -=A , minimum nem§, 3sup =A , maximum nem§ 

j. Neohraniļen§ mnoģina 
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Lekcia 2 ï Rieġenie rovn²c 

Nov® pojmy 

a. Ekvivalentn® a neekvivalentn® ¼pravy 

b. OsamostatŔovanie nezn§mej, diskriminant, koreŔ rovnice 

Rieġenie rovn²c patr² medzi najd¹leģitejġie ļasti matematiky. Z pohŎadu tĨchto 

uļebnĨch textov je t§to kapitola najd¹leģitejġia zo vġetkĨch. HneŅ na ¼vod treba 

povedaŠ, ģe obrovsk® mnoģstvo procesov v geol·gii je riadenĨch procesmi op²sanĨmi 

rovnicami, ktor® rieġenie nemaj¼. Je tu vġak mnoho dejov alebo aspoŔ ich pribl²ģen², za 

ktorĨmi stoja rieġiteŎn® rovnice. Geol·g si mus² tieģ uvedomiŠ, ģe niektor® rovnice 

(deje, procesy) rieġenie nemaj¼, in® maj¼ jedno, dve, tri alebo aj nekoneļne veŎa. 

Znamen§ to, ģe ak sme naġli rieġenie pre dan¼ rovnicu, eġte to automaticky neznamen§, 

ģe je probl®m vyrieġenĨ. Poļet rieġen² z§vis² od typu rovnice. K tĨmto rieġeniam sa d§ 

dospieŠ ¼pravami, ktor® sa delia na ekvivalentn® a neekvivalentn®. 

Ekvivalentn® ¼pravy. S¼ to tak®, ktor® neovplyvŔuj¼ poļet rieġen². Patria 

medzi ne: 

a. pripoļ²tanie alebo odļ²tanie rovnak®ho ļ²sla od oboch str§n rovnice 

b. n§sobenie alebo delenie oboch str§n rovnakĨm ļ²slom (okrem nuly) 

Neekvivalentn® ¼pravy. S¼ to tak®, pri ktorĨch sa rieġenia str§caj¼ alebo 

naopak vznikaj¼ nov®. Patria medzi ne: 

a. umocŔovanie a odmocŔovanie 

b. logaritmovanie 

c. n§sobenie alebo delenie oboch str§n premennou 

Pozn§mka. Vģdy sa hovor² o ¼prave oboch str§n rovnice. Nie je moģn® upraviŠ 

iba jednu stranu s tĨm, ģe druh§ zostane nezmenen§. TĨm by vznikla ¼pln® in§ rovnica. 

Đprava jednej strany rovnice mus² maŠ protiv§hu na druhej strane, aby sa rovnica 

zmenila iba vizu§lne, ale jej obsahov§ str§nka mus² zostaŠ zachovan§. 

Pozn§mka. N§sobenie alebo delenie oboch str§n premennou je neekvivalentn§ 

¼prava preto, lebo premenn§ zastupuje vġetky moģn® ļ²sla, a teda aj nulu. A n§sobenie 

rovnice nulou rovnicu zniļ² a delenie nulou nem§ zmysel. 
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Met·dy rieġenia rovn²c 

Met·d rieġenia rovn²c je mnoho, pretoģe typov rovn²c je mnoho. KaģdĨ typ sa 

vyznaļuje osobitnĨm sp¹sobom rieġenia, pr²padne osobitnĨm postupom. Je vġak moģn® 

n§jsŠ aj spoloļn® kroky pre rieġenie viacerĨch alebo dokonca vġetkĨch typov (napr²klad 

ekvivalentn® ¼pravy). V Ņalġom texte sa obmedz²me na rieġenie iba najz§kladnejġ²ch 

typov rovn²c. 

Pozn§mka. Niekedy nie je jasn®, ļo to vlastne ten pojem ĂvyrieġiŠ rovnicuñ 

znamen§. V skutoļnosti to znamen§, ģe premenn¼ treba osamostatniŠ, teda pouģiŠ tak® 

ekvivalentn® ¼pravy, aby premenn§ zostala na jednej strane a vġetko ostatn® na druhej 

strane. Inak povedan®: Treba n§jsŠ tak® x, pre ktor® plat² 0)( =xf . 

Konġtantn® rovnice. S¼ to rovnice typu cxf =)( . KeŅģe funkcia nem§ vo 

svojom predpise premenn¼, nie je ļo rieġiŠ. 

Line§rne rovnice. S¼ to rovnice typu baxxf +=)( , 0̧a . Treba teda rieġiŠ 

rovnicu 0=+bax . Rovnicu rieġime v dvoch krokoch: 

1. Od obidvoch str§n odļ²tame b a dostaneme: bax -= . 

2. Obe strany predel²me a a dostaneme: 
a

b
x -= . 

Kvadratick® rovnice. S¼ to rovnice typu cbxaxxf ++= 2)( , 0̧a . Treba 

teda rieġiŠ rovnicu 02 =++ cbxax . Rovnicu rieġime najļastejġie pomocou 

diskriminantu. Diskriminant je pomocn§ veliļina a jej predpis je: acbD 42 -= . 

Rieġenie je potom: 
a

acbb

a

Db
x

2

4

2

2 -°-
=

°-
= . 

Pozn§mka. Z predpisu vidno, ģe rieġenia m¹ģu byŠ dve (keŅ je diskriminant 

kladnĨ), m¹ģe byŠ jedno-dvojn§sobnĨ koreŔ (keŅ je diskriminant nulovĨ), ale rieġenie 

nemus² existovaŠ v¹bec (keŅ je diskriminant z§pornĨ). Z§vis² to od konġt§nt a, b, c. 

Polynomick® rovnice vyġġieho r§du. S¼ to rovnice typu 

cxbxaxxf nn ++++= - ...)( 1 , 0̧a . Treba teda rieġiŠ rovnicu 

0...1 =++++ - cxbxax nn . Rovnica sa vo vġeobecnosti nemus² daŠ vyrieġiŠ. Postup 

rieġenia je zn§my iba pre niektor® typy, preto sa n²m nebudeme bliģġie zaoberaŠ. 
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Exponenci§lne rovnice. S¼ to rovnice typu bMxf ax+=)( , +ÁÍM , 0̧a . 

Treba teda rieġiŠ rovnicu 0=+bM ax . Rovnicu rieġime najļastejġie pomocou 

logaritmovania: 

1. Od obidvoch str§n odļ²tame b a dostaneme: bM ax -= . 

2. Zlogaritmujeme obe strany rovnice. Zvol²me logaritmus pri z§klade M. Dostaneme: 

( )bM M

ax

M -=loglog . Exponent sa teraz d§ zap²saŠ pred logaritmus: 

( )bMax MM -=loglog . KeŅģe 1log =MM , dostaneme ( )bax M -=log . 

3. Obe strany predel²me a a dostaneme: ( )b
a

x M -= log
1

. 

Pozn§mka. Z predpisu vidno, ģe rieġenie m¹ģe byŠ jedno (keŅ je b z§porn®), ale 

rieġenie nemus² existovaŠ v¹bec (keŅ je b kladn®). 

Logaritmick® rovnice. S¼ to rovnice typu ()baxxf M +=log)( , +ÁÍM , 

0̧a . Treba teda rieġiŠ rovnicu () 0log =+baxM . KeŅģe sme exponenci§lnu rovnicu 

rieġili pomocou logaritmovania, rovnicu logaritmick¼ rieġime pomocou exponenci§lnej 

oper§cie: 

1. Od obidvoch str§n odļ²tame b a dostaneme: () baxM -=log . 

2. Na obe strany rovnice aplikujeme exponencovanie. Zvol²me z§klad M: 

( ) bax
MM M -=

log . Pri takto vhodne zvolenom z§klade n§m ostane bMax -= . 

3. Obe strany predel²me a a dostaneme: bM
a

x -=
1

. 

Pozn§mka. Logaritmus z§pornĨch ļ²sel a nuly nie je definovanĨ. Preto t¼to 

rovnicu budeme rieġiŠ iba za istĨch okolnost²: v pr²pade, ģe a je kladn®, rieġenie 

hŎad§me pre kladn® x, v pr²pade, ģe a je z§porn®, rieġenie hŎad§me pre z§porn® x. 

Goniometrick® rovnice. S¼ to rovnice typu ()baxxf +=sin)( , 

() baxxf +=cos)( , () baxxf +=tg)( , () baxxf +=cotg)( . Vġetky sa rieġia podobnĨm 

postupom, preto rieġenie uk§ģeme na pr²klade () 0sin =+bax . Najvªļġ² probl®m je to, 

ģe t§to funkcia je periodick§. Postup rieġenia je nasledovnĨ: 

1. Od obidvoch str§n odļ²tame b a dostaneme: () bax -=sin . 

2. Aplikujeme inverzn¼ funkciu, teda arkuss²nus a dostaneme: ( )bax -=arcsin . 
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3. Obe strany predel²me a a dostaneme: ( )b
a

x -= arcsin
1

. 

Pozn§mka. PredoġlĨ vĨsledok je iba ļiastoļn§ pravda. Hoci vieme, ģe 

cyklometrick® funkcie s¼ inverzn® ku goniometrickĨm, nem¹ģme jednoducho aplikovaŠ 

na obe strany inverzn¼ oper§ciu, pretoģe cyklometrick® funkcie maj¼ inĨ definiļnĨ 

obor. Stratila by sa n§m periodickosŠ. Korektne sa postupuje tak, ģe sa poloģ² ot§zka: 

S²nus ļoho je rovnĨ ïb? Toto  sa elegantne vyrieġi na jednotkovej kruģnici. V lekcii 3 

sme zistili, ģe s²nus a kos²nus s¼ periodick® s peri·dou 360Á a tangens a kotangens 

s peri·dou 180Á. Preto ak n§m vyjde vĨsledok ako nejakĨ uhol j, je potrebn® si 

uvedomiŠ, ģe j+360Á predstavuje pre s²nus a kos²nus tieģ vĨsledok (pre tangens 

a kotangens je to, prirodzene, j+180Á). KoneļnĨ vĨsledok sa teda zapisuje 

Zkk Í¯° ,360.j , pr²padne v uhlovej miere Zkk Í° ,2. pj  (pre s²nus a kos²nus) a 

Zkk Í¯° ,180.j , pr²padne v uhlovej miere Zkk Í° ,.pj  (pre tangens a kotangens). 

Pozn§mka. Pri rieġen² goniometrickĨch rovn²c ļasto pom¹ģe preformulovanie 

zadania nasledovne: Ak m§me vyrieġiŠ rovnicu, ktorej predpis je A=)sin(j , tak ot§zka 

znie: ĂS²nus ak®ho uhla je A?ñ Podobne aj pre ostatn® goniometrick® funkcie. 

Cyklometrick® rovnice. S¼ to rovnice typu () baxxf +=arcsin)( , 

()baxxf +=arccos)( , ()baxxf +=arctan)( , () baxgarcxf += cot)( . Cyklometrick® 

rovnice sa rieġia podobne ako rovnice goniometrick® pomocou inverzie. Postup je vġak 

opaļnĨ. Tento kr§t nie je nezn§mou uhol j, ale dŌģka. Ak m§me vyrieġiŠ rovnicu, ktorej 

predpis je j=)arcsin(A , tak ot§zka znie: ĂS²nus uhla j je koŎko?ñ Podobne aj pre 

ostatn® cyklometrick® funkcie. Postup rieġenia je presne takĨ, ako v pr²pade 

goniometrickĨch rovn²c, preto rieġenie rovnice () 0arcsin =+bax  je ( )b
a

x -= sin
1

. 

Podobne aj pre ostatn® cyklometrick® funkcie. 

Pozn§mka. Takmer vģdy je prehŎadnejġie rieġiŠ tieto rovnice pomocou 

jednotkovej kruģnice. KeŅ sa na obr§zok nakreslia potrebn® uhly, pr²padne dŌģky, 

vĨsledok je jasnĨ. 

Hyperbolick® rovnice. S¼ to rovnice typu () baxxf +=sinh)( , 

()baxxf +=cosh)( , ()baxghxf +=t)( , () baxhxf +=cotg)( . RieġiŠ hyperbolick® 

rovnice nie je jednoduch®. D¹vodom je to, ģe hyperbolick® funkcie s¼ zloģen® 
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z exponenci§lnych funkci². Obyļajne sa vġak postupuje tak, ģe sa samotn§ funkcia 

nerozdeŎuje na jednotliv® exponenci§lne ļleny. Rieġi sa prostĨm invertovan²m, teda 

vĨsledok sa uv§dza pomocou inverznej funkcie k danej hyperbolickej. Postup rieġenia je 

presne takĨ, ako v pr²pade goniometrickĨch rovn²c, preto rieġenie rovnice 

() 0sinh =+bax  je ( )b
a

x -= sinharg
1

. Podobne aj pre ostatn® hyperbolick® funkcie. 

Hyperbolometrick® rovnice. S¼ to rovnice typu () baxxf += sinharg)( , 

() baxxf += cosharg)( , ()baxghxf +=argt)( , () baxhxf +=argcotg)( . RieġiŠ 

hyperbolometrick® rovnice nie je jednoduch®. D¹vodom je to, ģe hyperbolometrick® 

funkcie s¼ zloģen® z logaritmickĨch funkci² a odmocn²n. Obyļajne sa vġak postupuje 

tak, ģe sa samotn§ funkcia neprepisuje pomocou logaritmov. Rieġi sa prostĨm 

invertovan²m, teda vĨsledok sa uv§dza pomocou inverznej funkcie k danej 

hyperbolometrickej. Postup rieġenia je presne takĨ, ako v pr²pade goniometrickĨch 

rovn²c, preto rieġenie rovnice () 0sinharg =+bax  je ( )b
a

x -= sinh
1

. Podobne aj pre 

ostatn® hyperbolometrick® funkcie. 



  Lekcia 2 ï Rieġenie rovn²c 

 21 

Pr²klady 

Pr²klad 11. Vyrieġ nasledovn® line§rne rovnice: 

a. 
3

1
56 =-x  

b. 6
3

2
=

-
-

x
 

c. 
x

2
53 -=  

d. ö
÷

õ
æ
ç

å
-+=-+

9
235,1632

x
xxx

Rieġenie. 

a. Najsk¹r k obom stran§m rovnice priļ²tame 5 a dostaneme 
3

16

3

15

3

1
5

3

1
6 =+=+=x . 

Predel²me 6 a m§me 
9

8

18

16
==x . 

b. Najsk¹r obe strany rovnice vyn§sobme 3 a dostaneme ( )182 =-- x . Znamienko 

m²nus vloģ²me do z§tvorky a m§me ( )182 =+- x . Z§tvorka uģ nie je potrebn§ 

a staļ² k obom stran§m rovnice priļ²taŠ dvojku. VĨsledok je 20=x . 

c. Nesmieme sa daŠ pomĨliŠ tĨm, ģe nezn§ma je v menovateli. Urļ²me podmienky 

rieġenia (x Í 0) a vyn§sob²me obe strany rovnice premennou. Nejedn§ sa 

o hyperbolu, pretoģe keŅ vyn§sob²me premennou, dostaneme 253 -= xx . Ļleny 

s nezn§mou d§me na jednu stranu a dostaneme 253 =- xx , z toho 22 =- x  a po 

predelen² m²nus dvojkou je vĨsledok 1-=x . 

d. Odstr§nenie z§tvoriek je (skoro) vģdy prv®, preto vyn§sob²me ļleny v z§tvorke 

trojkou: 
3

65,1632
x

xxx -+=-+ . Na jednu stranu (napr²klad na Ŏav¼) prenesieme 

vġetko s nezn§mou (samozrejme s opaļnĨm znamienkom) a na druh¼ stranu (prav¼) 

prenesieme vġetko ostatn® (tieģ s opaļnĨm znamienkom). Dostaneme: 

36
3

5,162 -=+--
x

xxx . Na Ŏavej strane vyberieme nezn§mu pred z§tvorku 

a m§me: 3)3/15,162( =+-- x . V z§tvorke je dokopy 6/31- , preto tĨmto 

predel²me obe strany rovnice. VĨsledok je: 
31

18

6/31

3
-=

-
=x . 
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Pr²klad 12. Vyrieġ nasledovn® kvadratick® rovnice: 

a. 232 -=+ xx  

b. xx 212 +=-  

c. 12 -=+xx  

Rieġenie. 

a. Rovnicu prep²ġeme na tvar 0232 =++ xx  a rieġime pomocou diskriminantu. 

KeŅģe sa jedn§ o kvadratick¼ rovnicu, vo vġeobecnosti oļak§vame dve rieġenia: 

2

13

1.2

2.1.493

2

42

2,1

°-
=

-°-
=

-°-
=

a

acbb
x . Preto 1

2

13
1 -=

+-
=x  a 

2
2

13
2 -=

--
=x . 

b. Rovnicu prep²ġeme na tvar 0122 =--- xx , vyn§sob²me obe strany rovnice -1, ļ²m 

dostaneme 0122 =++ xx  a rieġime pomocou diskriminantu. 

2

02

1.2

1.1.442

2

42

2,1

°-
=

-°-
=

-°-
=

a

acbb
x . Obe rieġenia s¼ teda rovnak®, 

teda je len jedno rieġenie (dvojn§sobnĨ koreŔ): 1-=x . 

c. Rovnicu prep²ġeme na tvar 012 =++xx  a rieġime pomocou diskriminantu. 

2

31

1.2

1.1.411

2

42

2,1

-°-
=

-°-
=

-°-
=

a

acbb
x . Diskriminant je z§pornĨ, 

pod odmocninou ale z§porn® ļ²slo nem¹ģe byŠ, preto rovnica nem§ rieġenie. 

Pr²klad 13. Vyrieġ nasledovn® mocninov® rovnice: 

a. ( ) 6289
5

=+-x

b. 1422 3 =-- x  

c. 21
10

33,0
=-

x
 

d. 78 xx =  

Rieġenie. 

a. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 2, dostaneme tvar ( ) 489
5
=-x  a odmocn²me: 

5 489=-x . K obom stran§m priļ²tame 89 a vĨsledok je 8945 +=x . 
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b. K obom stran§m rovnice priļ²tame 2, dostaneme tvar 162 3 =- x  a predel²me -2: 

8
2

163 -=
-
=x . Potom 283 -=-=x . Netreba sa ŎakaŠ, ģe bolo pod odmocninou 

z§porn® ļ²slo, odmocnina bola totiģ nep§rna. 

c. K obom stran§m rovnice priļ²tame 1 a dostaneme tvar 3
10

33,0
=

x
. Vyn§sob²me obe 

strany rovnice 33,0x  a predel²me 3. Dostaneme 33,0

3

10
x= . VĨsledok je 

33,0
3/10=x . 

Ak je potrebn® ļ²slo, vyļ²slime na kalkulaļke, avġak obvykle sa vĨsledok nech§va 

v takomto tvare. Vyn§sobili sme vġak nezn§mou, preto sa treba presvedļiŠ, ļo by sa 

stalo, keby bola n§hodou nulov§. Dosad²me teda do zadania 0=x  a vyjde n§m 

3
0

10
33,0
= . Nula v menovateli nem§ zmysel, preto ģiadne rieġenie sa pri vyn§soben² 

nezn§mou nestratilo. 

d. Obe strany rovnice predel²me 7x  a dostaneme 1=x . Predelili sme vġak nezn§mou, 

preto sa treba presvedļiŠ, ļo by sa stalo, keby bola n§hodou nulov§. Dosad²me teda 

do zadania 0=x  a vyjde n§m 78 00 = , ļiģe 00= . ōav§ strana sa rovn§ pravej, 

preto aj nula je rieġen²m. Rovnica m§ teda rieġenia dve. 

Pr²klad 14. Vyrieġ nasledovn® exponenci§lne rovnice: 

a. 213 )9(2 =--xe  

b. 325 6/ -=- -xe  

c. 19215 )1(9 -=++x  

d. 533 9/ -=-- x

Rieġenie. 

a. K obom stran§m rovnice priļ²tame 1, dostaneme 33 )9(2 =-xe , predel²me 3 a m§me 

1)9(2 =-xe . Obe strany rovnice zlogaritmujeme pri z§klade e a dostaneme 

1lnln )9(2 =-xe , ļo je to ist®, ako 0ln )9(2 =-xe . 2(x-9) d§me pred logaritmus, 

dostaneme 0ln)9(2 =- ex , ļo je to ist®, ako 0)9(2 =-x . Predel²me obe strany 

rovnice 2, dostaneme 09=-x , k obom stran§m priļ²tame 9 a vĨsledok je 9=x . 

b. Rovnicu vyn§sob²me -1, dostaneme 1325 6/ =+-=-xe  a predel²me 5: 5/16/ =-xe . 

Obe strany rovnice zlogaritmujeme pri z§klade e a dostaneme ( )5/1lnln 6/ =-xe .  
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ïx/6 d§me pred logaritmus, dostaneme ( )5/1lnln
6

=- e
x

, ļo je to ist®, ako 

( )5/1ln
6
=-

x
. Obe strany uģ len vyn§sob²me -6 a vĨsledok je ( )5/1ln6-=x . 

c. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 21, dostaneme 405 )1(9 -=+x  a zlogaritmujeme pri 

z§klade 5, ļ²m dostaneme ( )40log5log 5

)1(9

5 -=+x . 9x+9 d§me pred logaritmus 

a dostaneme ( )40log5log)19( 55 -=+x , ļo je to ist®, ako ( )40log19 5 -=+x . Od 

oboch str§n odļ²tame 1, ( )140log9 5 --=x , obe strany rovnice predel²me 9 

a vĨsledok je ( )( )140log
9

1
5 --=x . Đpravy boli ale aj tak zbytoļn®, pretoģe rovnica 

aj tak nem§ rieġenie, keŅģe logaritmus z§pornĨch ļ²sel nie je definovanĨ. 

d. K obom stran§m rovnice priļ²tame 3, dostaneme 23 9/ -=- x . Obe strany kv¹li 

prehŎadnosti vyn§sob²me -1, ļ²m dostaneme 23 9/ =x . Zlogaritmujeme pri z§klade 

3, ļ²m dostaneme 2log3log 3

9/

3 =x . x/9 d§me pred logaritmus a dostaneme 

2log3log
3

33 =
x

, ļo je to ist®, ako 2log
3

3=
x

. Obe strany rovnice vyn§sob²me 3 

a vĨsledok je 2log3 3=x . 

Pr²klad 15. Vyrieġ nasledovn® goniometrick® rovnice: 

a. ( ) 325sin2 =+-j  

b. ( ) 0
4

2
2cos5,0 =-j  

c. () 200200tan =+- j  

d. () 3/3732cot =+- jg

Rieġenie. 

a. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 2, dostaneme ( )15sin2 =¯+j  a predel²me 2, ļ²m 

dostaneme ( ) 5,05sin =¯+j . VĨsledok je 5,0arcsin5 =̄+j , ļiģe 

¯-= 55,0arcsinj . Kalkulaļka d§ vĨsledok 30Á-5Á=25Á. Ako uģ bolo povedan®, 

goniometrick® funkcie s¼ periodick®, preto n§s takĨto rĨchly postup pripravil 

o polovicu pravdy. Korektn® rieġenie sa dosiahne ot§zkou: S²nus ak®ho uhla je 0,5? 

Pomocou jednotkovej kruģnice a dŌģky 0,5 na osi y vid²me, ģe rieġenie je 30Á a 150Á. 

Po odļ²tan² 5Á dostaneme 25Á a 145Á. Ani toto eġte nie je koniec, pretoģe s²nus m§ 
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peri·du 360Á, teda k vĨsledku je moģn® pridaŠ aj ŎubovoŎnĨ poļet Ăotoļiekñ o 360Á. 

ĐplnĨ vĨsledok je: ¯+̄= 360.25 kj  a Zkk Í¯+̄= ,360.145j . 

b. Kv¹li cviku sa v tomto pr²klade nebud¼ pouģ²vaŠ stupne, ale radi§ny. K obom 

stran§m rovnice priļ²tame 4/2 , dostaneme ( )
4

2
2cos5,0 =j , predel²me 0,5 

a m§me ( )
2

2
2cos =j . Zv§dza n§s pouģiŠ inverzn¼ funkciu, ļ²m by sme preġli na 

tvar 
42

2
arccos2

p
j == , ļo s²ce je pravda, ale nie cel§. Korektn® rieġenie sa 

dosiahne ot§zkou: Kos²nus ak®ho uhla je 2/2 ? Pomocou jednotkovej kruģnice 

a dŌģky 2/2  na osi x vid²me, ģe rieġenie je uhol 4/p , ako aj uhol 4/7p . 

MedzivĨsledok je teda p
p

j k2
4

2 +=  a Zkk Í+= ,2
4

7
2 p

p
j . Toto plat² pre uhol 

j2 , preto eġte obe strany predel²me 2. ĐplnĨ vĨsledok je: p
p

j k+=
8

 a 

Zkk Í+= ,
8

7
p

p
j . 

c. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 200, dostaneme () 0tan =- j  a vyn§sob²me -1, 

ļ²m dostaneme () 0tan =j . Inverznou funkciou dostaneme vĨsledok 

00arctan ==j , ale ako obvykle pri goniometrickĨch rovniciach to nestaļ². 

Korektn® rieġenie sa dosiahne ot§zkou: Tangens ak®ho uhla je 0? Pomocou 

jednotkovej kruģnice a dŌģky 0 na osi y vid²me, ģe rieġenie je 0Á a 180Á. Ani toto 

eġte nie je koniec, pretoģe tangens m§ peri·du 180Á, teda k vĨsledku je moģn® 

pridaŠ aj ŎubovoŎnĨ poļet Ăotoļiekñ o 180Á. ĐplnĨ vĨsledok je: ¯+̄= 180.0 kj  a 

Zkk Í¯+̄= ,180.180j . Avġak tieto dva z§pisy predstavuj¼ to ist®, preto staļ² 

Zkk Í¯= ,180.j . 

d. Kv¹li cviku sa v tomto pr²klade nebud¼ pouģ²vaŠ stupne, ale radi§ny. Od oboch 

str§n rovnice odļ²tame 32 , dostaneme () 3/3cot =- jg  a vyn§sob²me -1, ļ²m 

dostaneme () 3/3cot -=jg . Inverznou funkciou dostaneme vĨsledok 

3

2

3

3
cot

p
j =

-
= garc , ale ako obvykle pri goniometrickĨch rovniciach to 

nestaļ². Korektn® rieġenie sa dosiahne ot§zkou: Kotangens ak®ho uhla je 3/3- ? 
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Pomocou jednotkovej kruģnice a dŌģky 3/3-  na osi x vid²me, ģe rieġenie je uhol 

3

2p
j= , ako aj uhol 

3

5p
j= . Ani toto eġte nie je koniec, pretoģe kotangens m§ 

peri·du p, teda k vĨsledku je moģn® pridaŠ aj ŎubovoŎnĨ poļet Ăpolot§ļiekñ o p. 

ĐplnĨ vĨsledok je: p
p

j k+=
3

2
 a Zkk Í+= ,

3

5
p

p
j . Avġak tieto dva z§pisy 

predstavuj¼ to ist®, preto staļ² Zkk Í+= ,
3

2
p

p
j . 

Pr²klad 16. Vyrieġ nasledovn® cyklometrick® rovnice: 

a. () ¯=̄+ 21030arcsin2 x  

b. ( ) ( )xx 2arccos32/2arccos20 -=+ pp

 

c. )01,0arctan(1050 x-̄=̄  

d. )4(cot xgarc-=pp  

Rieġenie. 

a. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 30Á, dostaneme () ¯=180arcsin2 x , predel²me 2 

a m§me () ¯=90arcsinx . Aplikujeme inverzn¼ funkciu a m§me vĨsledok 

190sin =̄=x . Rovnako vhodn§ je ot§zka: S²nus 90Á je koŎko? Tu sa nemus²me 

ob§vaŠ Ņalġ²ch rieġen², pretoģe cyklometrick® funkcie nie s¼ periodick®. 

b. Kv¹li cviku sa v tomto pr²klade nebud¼ pouģ²vaŠ stupne, ale radi§ny. p prenesieme 

na prav¼ stranu (samozrejme s opaļnĨm znamienkom) a ( )x2arccos3-  na Ŏav¼ 

(tieģ s opaļnĨm) a dostaneme ( ) ( ) pp -=+ 2/2arccos32arccos20 xx . Na Ŏavej aj 

pravej strane sa daj¼ ļleny sļ²taŠ: ( ) 2/2arccos23 p-=x . Predel²me 23, dostaneme 

( ) 46/2arccos p-=x  a aplikujeme inverzn¼ funkciu: ( )46/cos2 p-=x . Predel²me 2 

a vĨsledok je ( )46/cos5,0 p-=x . Ak by bolo potrebn®, vyļ²slime na kalkulaļke. 

c. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 10Á, dostaneme )01,0arctan(40 x-=̄ , obe strany 

vyn§sob²me -1 a m§me )01,0arctan(40 x=̄- . Aplikujeme inverzn¼ funkciu 

a m§me ( )̄-= 40tan01,0 x . Obe strany rovnice predel²me 0,01 a vĨsledok je 

( )̄-= 40tan100x . Ak by bolo potrebn®, vyļ²slime na kalkulaļke. 
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d. Na oboch stran§ch je p s rovnakĨm znamienkom, preto sa zruġia a m§me 

)4(cot0 xgarc-= , ļiģe 0)4(cot =xgarc . Aplikujeme inverzn¼ funkciu a m§me 

()0cot4 gx= . Obe strany rovnice predel²me 4 a vĨsledok je ()¤== 0cot25,0 gx . 

Pr²klad 17. Vyrieġ nasledovn® hyperbolick® rovnice: 

a. 5)3/sinh(2 =x  

b. ( ) 92cosh2)2cosh( -= xx  

c. 
( )

6
6tanh

3
=

x
 

d. 
( )

2

5/cot
32

xgh
+-=-

Rieġenie. 

a. Najsk¹r predel²me obe strany rovnice dvojkou a dostaneme 2/5)3/sinh( =x . 

Aplikujeme inverzn¼ funkciu a dostaneme )2/5sinh(arg3/ =x . Vyn§sob²me obe 

strany trojkou a vĨsledok je )2/5sinh(arg3=x . 

Pozn§mka. Ak by sa niekto rozhodol pre inĨ postup, mohol by zadan¼ rovnicu 

5)3/sinh(2 =x  prep²saŠ pomocou exponenci§l na 5
2

2
3/3/

=
- -xx ee

. Dvojky sa vykr§tia 

a ostane 53/3/ =- -xx ee . Exponenci§lne rovnice rieġme logaritmovan²m, preto obe 

strany zlogaritmujeme a m§me ( ) 5loglog 3/3/ =--xx ee . TĨm sme sa ale dostali do slepej 

uliļky, pretoģe logaritmus rozdielu (ako aj s¼ļtu) sa Ņalej upraviŠ ned§. 

Pozn§mka. VĨsledok zap²sanĨ pomocou hyperbolometrickej funkcie je moģn® 

upraviŠ eġte pomocou logaritmu nasledovne: 

( ) ö
÷
õæ

ç
å ++== 12/52/5ln3)2/5sinh(arg3

2
x . V takto zap²sanom vĨsledku sa n§m ale 

niļ nezjednoduġilo, tak ļi onak je na vyļ²slenie potrebnĨ poļ²taļ alebo kalkulaļka. 

b. Od oboch str§n rovnice odļ²tame ( )x2cosh2 , dostaneme 9)2cosh( -=- x , ļo je to 

ist®, ako 9)2cosh( =x . Aplikujeme inverzn¼ funkciu a dostaneme 9cosharg2 =x . 

Predel²me 2 a vĨsledok je 9cosharg5,0=x . Ak by bolo potrebn®, vyļ²slime na 

kalkulaļke. 
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c. Obe strany rovnice vyn§sob²me ( )x6tanh  a predel²me 6, dostaneme ( )x6tanh
6

3
= , 

ļiģe 
2

1
tanharg6 =x . Predel²me 6 a vĨsledok je 

2

1
tanharg

6

1
=x . Ak by bolo 

potrebn®, vyļ²slime na kalkulaļke. Vyn§sobili sme vġak nezn§mou, preto sa treba 

presvedļiŠ, ļo by sa stalo, keby bola n§hodou nulov§. Dosad²me teda do zadania 

0=x  a vyjde n§m 
()

6
0tanh

3
= . () 00tanh =  a nula v menovateli nem§ zmysel, preto 

ģiadne rieġenie sa pri vyn§soben² nezn§mou nestratilo. 

d. K obom stran§m rovnice priļ²tame 3 a dostaneme 
( )

1
2

5/cot
=

xgh
. Vyn§sob²me 2 

a m§me ( ) 25/cot =xgh . Aplikujeme inverzn¼ funkciu a dostaneme 2tanh5/ =x . 

Obe strany vyn§sob²me 5 a vĨsledok je 2tanh5=x . Ak by bolo potrebn®, vyļ²slime 

na kalkulaļke. 

Pr²klad 18. Vyrieġ nasledovn® hyperbolometrick® rovnice: 

a. 5)15sinh(arg3 =-x  

b. )23cosh(arg0 x+=  

c. 82
)30tanh(arg

10
=+

x
 

d. 
)2/(cotarg

10
21

xgh
-=

Rieġenie. 

a. Predel²me obe strany rovnice 3, dostaneme 3/5)15sinh(arg =-x  a aplikujeme 

inverzn¼ funkciu: ( )3/5sinh15 =-x . K obom stran§m rovnice priļ²tame 1, 

dostaneme ( )13/5sinh5 +=x , predel²me 5 a vĨsledok je ( )( )13/5sinh
5

1
+=x . 

b. Rovno aplikujeme inverzn¼ funkciu a dostaneme 10cosh23 ==+ x . Od oboch 

str§n rovnice odļ²tame 3, dostaneme 22 -=x , predel²me 2 a vĨsledok je 1-=x . 

c. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 2, dostaneme 6
)30tanh(arg

10
=

x
, vyn§sob²me 

)30tanh(arg x  a predel²me 6 a m§me )30tanh(arg
6

10

3

5
x== . Aplikujeme inverzn¼ 
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funkciu, dostaneme
3

5
tanh30 =x , predel²me 30 a vĨsledok je 

3

5
tanh

30

1
=x . 

Vyn§sobili sme vġak nezn§mou, preto sa treba presvedļiŠ, ļo by sa stalo, keby bola 

n§hodou nulov§. Dosad²me teda do zadania 0=x  a vyjde n§m 82
)0tanh(arg

10
=+ . 

() 00tanharg =  a nula v menovateli nem§ zmysel, preto ģiadne rieġenie sa pri 

vyn§soben² nezn§mou nestratilo. 

d. Od oboch str§n rovnice odļ²tame 2, dostaneme 
)2/(cotarg

10
1

xgh
-=- , kv¹li 

prehŎadnosti vyn§sob²me obe strany -1 a m§me 1
)2/(cotarg

10
=

xgh
. Vyn§sob²me 

obe strany rovnice )2/(cotarg xgh  a dostaneme 10)2/(cotarg =xgh . Aplikujeme 

inverzn¼ funkciu, dostaneme 10cot2/ ghx = , vyn§sob²me 2 a vĨsledok je 

10cot2 ghx= . Ak by bolo potrebn®, vyļ²slime na kalkulaļke. Vyn§sobili sme vġak 

nezn§mou, preto sa treba presvedļiŠ, ļo by sa stalo, keby bola n§hodou nulov§. 

Dosad²me teda do zadania 0=x  a vyjde n§m 

202
10

2
)0(cotarg

10
21 =-=

¤
-=-=

gh
. ōav§ strana sa pravej nerovn§, preto 

ģiadne rieġenie sa pri vyn§soben² nezn§mou nestratilo. 

Pr²klad 19. Vyrieġ nasledovn® rovnice rovnice: 

a. ( ) 2057ln 2 =+-x  

b. ( ) 32/116/11sin 55 =+-̄- x  

c. ( ) 211log3
42

3 =+-x

Rieġenie. 

a. Od oboch str§n odļ²tame 5, dostaneme ( )157ln 2 =-x , odmocn²me a m§me 

( ) 157ln =-x . Aplikujeme inverzn¼ funkciu, teda exponenci§lu a m§me 

( ) 157ln ee x =- , ļo je to ist®, ako 157 ex =- . K obom stran§m priļ²tame 7 vĨsledok 

je 715+=ex . 

b. Od oboch str§n odļ²tame 1/16 (ļo je 2/32), dostaneme ( ) 32/11sin 55 -=-̄- x , 

kv¹li prehŎadnosti vyn§sob²me -1 a m§me ( ) 32/11sin 55 =-̄x . Odmocn²me 

a dostaneme ( ) 2/132/132/11sin 555 ===-̄x . S²nus ak®ho uhla je 1/2? 



Uļebn® texty z matematiky pre 1. roļn²k geol·gie 

 

Z jednotkovej kruģnice zist²me, ģe s¼ to uhly ¯+̄ 360.30 k  a Zkk Í¯+̄ ,360.150 . 

Rieġenie teda pokraļuje v dvoch: ¯+̄=-̄ 360.301 5 kx  a 

Zkkx Í¯+̄=-̄ ,360.1501 5 . Po odļ²tan² 1Á od oboch str§n rovnice a vyn§soben²  

-1 m§me ¯-̄-= 360.295 kx  a Zkkx Í¯-̄-= ,360.1495 . ¯+ 360.k  a ¯- 360.k  

predstavuje to ist®, pretoģe sa jedn§ o Ăotoļkyñ v kladnom alebo z§pornom smere, 

ale vģdy cel®, preto rovnice prep²ġeme na tvary ¯-̄= 29360.5 kx  a 

Zkkx Í¯-̄= ,149360.5 . Odmocn²me a vĨsledok je 5 29360. ¯-̄= kx  a 

Zkkx Í¯-̄= ,149360.5 . Netreba sa ŎakaŠ, ģe pod odmocninou s¼ aj z§porn® 

ļ²sla, odmocnina je totiģ nep§rna. 

c. Od oboch str§n odļ²tame 1, dostaneme ( ) 11log3
42

3 =-x . Odmocn²me a m§me 

( ) 111log 342

3 ==-x . Aplikujeme inverzn¼ funkciu, teda exponenci§lu a m§me 

( ) 11log
33

42
3 =
-x

, ļo je to ist®, ako ( ) 31
42 =-x . Odmocn²me a m§me 42 31 °=-x  

(preto dva vĨsledky, lebo odmocnina je p§rna). O obom stran§m priļ²tame 1, 

dostaneme 42 31°=x . Odmocn²me a m§me 4 31°°=x . Zdalo by sa, ģe s¼ 

vĨsledky 4, ale nie je tak, pretoģe pod p§rnou odmocninou nem¹ģe byŠ z§porn® 

ļ²slo, preto 2 vĨsledky s¼ 4 31+°=x . 
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Lekcia 3 ï Funkcie a ich vlastnosti 

Nov® pojmy 

a. Funkcia, rovnosŠ funkci², graf funkcie, s¼ļet, rozdiel, s¼ļin a podiel funkci², zloģen§ 

funkcia 

b. Rast¼ca, klesaj¼ca, nerast¼ca, neklesaj¼ca a monot·nna funkcia, ohraniļen§ funkcia, 

konvexn§ a konk§vna funkcia, periodick§ funkcia, p§rna a nep§rna funkcia, prost§ 

funkcia 

c. Inverzn§ funkcia 

Funkcia 

Funkcia. Nech M a N s¼ ļ²seln® mnoģiny. Zobrazenie f, ktor® kaģd®mu prvku 

MxÍ  prirad² pr§ve jeden prvok z mnoģiny N, je funkcia. Mnoģina M sa vol§ definiļnĨ 

obor funkcie f (oznaļuje sa D(f)), mnoģina N=f(M) sa vol§ obor hodn¹t funkcie f 

(oznaļuje sa H(f)). Oznaļenie funkcie ako zobrazenia: NMf ­: . 

Pozn§mka. PodŎa toho, ak® s¼ ļ²seln® mnoģiny M a N, pozn§me r¹zne funkcie. 

Napr²klad Á­¿:f  je postupnosŠ, Á­Á:f  je re§lna funkcia re§lnej premennej, 

Á­Cf :  je re§lna funkcia komplexnej premennej a podobne. 

Pozn§mka. Niekedy sa z defin²cie nerozumie, ļo to vlastne ten definiļnĨ obor 

a obor hodn¹t je. V niektorĨch pr²padoch je definiļnĨ obor zadanĨ, v tom pr²pade m§me 

oblasŠ vĨskytu funkcie predp²san¼. KeŅ nie je zadanĨ, vyplĨva z predpisu funkcie. 

Treba si uvedomiŠ, ģe definiļnĨ obor je vġetko to, ļo m§ zmysel do predpisu dosadiŠ. 

Obvykle je to mnoģina vġetkĨch re§lnych ļ²sel, ale v pr²pade odmocn²n len nez§porn® 

ļ²sla, v pr²pade logaritmov kladn® a podobne. Obor hodn¹t je potom vġetko to, ļo mi 

m¹ģe z funkcie vyjsŠ. 

RovnosŠ funkci². Funkcie f(x) a g(x) sa rovnaj¼ vtedy a len vtedy, keŅ s¼ 

definovan® na tej istej mnoģine M a pre )()(: xgxfMx =Í" . 

Pozn§mka a ļast® chyby. Za rovnaj¼ce sa funkcie sa niekedy povaģuj¼ aj tie 

funkcie, ktor® vyzeraj¼ podobne, ale jedna je definovan§ na inej mnoģine. To je chyba, 

definovan® musia byŠ na tej istej mnoģine. 
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Graf funkcie. Graf funkcie, definovanej na mnoģine M, je mnoģina vġetkĨch 

usporiadanĨch dvoj²c [x, f(x)] . 

S¼ļet (rozdiel) funkci². Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M1 a 

funkcia g(x) definovan§ na mnoģine M2. Ich s¼ļet (rozdiel) je funkcia definovan§ na 

mnoģine 21 MM Æ  takto: ( ) () ()xgxfxgf °=° . 

S¼ļin funkci². Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M1 a funkcia g(x) 

definovan§ na mnoģine M2. Ich s¼ļin je funkcia definovan§ na mnoģine 21 MM Æ  

takto: ( ) ()()xgxfxfg = . 

Podiel funkci². Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M1 a funkcia g(x) 

definovan§ na mnoģine M2. Ich podiel je funkcia definovan§ na mnoģine 21 MM Æ  

takto: ( ) () ()xgxfxgf // =  tam, kde () 0̧xg . 

Pozn§mka a ļast® chyby. ōudia sa ļasto nevedia rozhodn¼Š, ļi je s¼ļet 

(rozdiel, s¼ļin, podiel) funkci² definovanĨ na prieniku alebo na zjednoten² mnoģ²n. 

Vģdy je to na prieniku, pretoģe pri tĨchto oper§ci§ch sa definiļnĨ obor nem¹ģe rozġ²riŠ. 

Funguje to tak, ģe jedna funkcia svojim definiļnĨm oborom Ăvyhryzneñ ļasŠ 

definiļn®ho oboru druhej funkcie. Pri podiele funkci² sa niekedy ide mechanicky 

a zab¼da sa na pr²pad, kedy () 0=xg . 

Zloģen§ funkcia. Zloģen§ funkcia h(x) je tak§ funkcia, ktor§ je argumentom inej 

funkcie, teda () () ()( ) ()( )xgfxgfxgxfxh === AA . 

Vlastnosti funkci² 

Rast¼ca (klesaj¼ca) funkcia (Obr. 1). Nech je funkcia f(x) definovan§ na 

mnoģine M. Ak pre Mxx Í" 21,  tak®, ģe pre 21 xx <  plat², ģe () ( )21 xfxf <  (pr²padne 

() ( )21 xfxf > ), funkcia sa vol§ rast¼ca (pr²padne klesaj¼ca). 

Pozn§mka. Ak sa pripustia aj neostr® nerovnosti, funkcia sa vol§ nerast¼ca 

(pr²padne neklesaj¼ca). 

Monot·nna funkcia (Obr. 1). SpoloļnĨ n§zov pre rast¼cu, klesaj¼cu, nerast¼cu 

a neklesaj¼cu funkciu je funkcia monot·nna. 
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Obr. 1. Monot·nne funkcie. ZŎava: Klesaj¼ca funkcia, neklesaj¼ca funkcia, nerast¼ca 

funkcia a rast¼ca funkcia. 

Ohraniļen§ funkcia (Obr. 2). Ak existuje tak® ļ²slo k, pre ktor® plat², ģe 

kxf <)(  (pr²padne kxf >)( ) pre MxÍ" , funkcia sa vol§ ohraniļen§ zhora (pr²padne 

zdola). Ak je funkcia ohraniļen§ zhora aj zdola, vol§ sa ohraniļen§. 
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Obr. 2. ZŎava: Zdola ohraniļen§ funkcia, zhora ohraniļen§ funkcia a ohraniļen§ funkcia. 

Konvexn§ a konk§vna funkcia (Obr. 3). Nech je funkcia f(x) definovan§ na 

intervale I. Ak pre ŎubovoŎn® tri body 321 xxx <<  z intervalu I plat², ģe bod ( )[ ]22; xfx  

leģ² pod ¼seļkou, sp§jaj¼cou body ()[ ]11; xfx  a ()[ ]33; xfx , funkcia je rĨdzo konvexn§. 

Ak leģ² nad ¼seļkou, funkcia je rĨdzo konk§vna. 

 

x1 x2 x3 
 

 

x1 x2 x3 
 

Obr. 3. VŎavo: RĨdzo konvexn§ funkcia. Vpravo: RĨdzo konk§vna funkcia. 

Pozn§mka. Je zauj²mav®, ģe v geografii sa konvexn§ a konk§vna funkcia 

definuje presne opaļne ako v matematike. T§to nejednoznaļnosŠ a zmªtok s¼ sp¹soben® 

historickĨm vĨvojom, preto si pri rieġen² praktickĨch ¼loh treba dobre premyslieŠ, ļo sa 

mysl² pod konk§vnym a ļo pod konvexnĨm tvarom. 

Pozn§mka. Ak prip¼ġŠame moģnosŠ, ģe bod leģ² pod ¼seļkou alebo na nej, 

funkcia je Ălenñ konvexn§. Ak leģ² nad ¼seļkou alebo na nej, funkcia je Ălenñ konk§vna. 
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Periodick§ funkcia (Obr. 4). Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M. 

Nech +ÁÍp . Ak pre MxÍ"  plat², ģe () ( )pxfxf += , funkcia je periodick§. Ļ²slo p 

sa vol§ peri·da funkcie. 

 
p p p 

 

Obr. 4. Periodick§ funkcia s peri·dou p. 

Pozn§mka. Z defin²cie periodickej funkcie vidno, ģe aj p je peri·da, tak aj 2p, 

3p... s¼ peri·dy. Dohoda je tak§, ģe pod peri·dou sa rozumie najmenġia peri·da. 

P§rna funkcia (Obr. 5). Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M. Ak pre 

MxÍ"  plat², ģe () ( )xfxf -= , funkcia je p§rna. Je to teda tak§ funkcia, ktor§ je 

symetrick§ podŎa osi y. 

Nep§rna funkcia (Obr. 5). Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M. Ak 

pre MxÍ"  plat², ģe () ( )xfxf --= , funkcia je nep§rna. Je to teda tak§ funkcia, ktor§ 

je symetrick§ podŎa stredu s¼radnicovej s¼stavy.  

 

x 

y 

 

 y 

x 

 

Obr. 5. VŎavo: P§rna funkcia (symetrick§ podŎa osi x). Vpravo: Nep§rna funkcia 

(symetrick§ podŎa stredu). 

Prost§ funkcia (Obr. 6). Nech je funkcia f(x) definovan§ na mnoģine M. 

Funkcia je prost§, ak pre () ()212121 :;, xfxfxxMxx ¸¸Í" . Je to teda tak§ funkcia, 

ktor¼ ŎubovoŎn§ priamka rovnobeģn§ s osou x pretne nanajvĨġ raz. 
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Obr. 6. VŎavo: Prost§ funkcia. Vpravo: Neprost§ funkcia. 

Inverzn§ funkcia 

Inverzn§ funkcia. Nech je prost§ funkcia ()xfy=  definovan§ na mnoģine M. 

Funkcia () xyf =-1 , definovan§ na mnoģine N, sa vol§ inverzn§ funkcia k funkcii f. 

Pozn§mka. Funkcie ()xfy=  a () xyf =-1  s¼ s¼merne zdruģen® podŎa priamky 

xy= . 

-3

-2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

x

y

 

Obr. 7. Funkcia a k nej inverzn§ s¼ symetrick® podŎa priamky xy= . 

Pozn§mka a ļast® chyby. Pri hŎadan² inverznej funkcie Ŏudia ļasto postupuj¼ 

mechanicky a nevġimn¼ si, ģe funkcia nie je prost§. Toto nie je moģn®, pretoģe po 

inverzii by nevznikla funkcia, na grafe by sa objavili dva body nad sebou. Ako sa uvid² 

Ņalej, k niektorĨch funkci§m, ako napr²klad k funkcii s²nus, pozn§me inverzn¼ funkciu 

arkus s²nus. Pr²sne vzat® k funkcii s²nus neexistuje inverzn§ funkcia, pretoģe nie je 

prost§. SkutoļnosŠ je tak§, ģe funkcia arkus s²nus je inverzn§ funkcia k funkcii s²nus, 

definovanej na intervale ( ]2/;2/ pp- . Presne takto sa to v praxi rob². Ak chceme 

vytvoriŠ inverzn¼ funkciu k neprostej funkcii, najsk¹r okreġeme definiļnĨ obor tak, aby 

sa funkcia stala prostou a aģ potom vytvor²me funkciu inverzn¼. 
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Pr²klady 

Pr²klad 20. Ktor® z nasledovnĨch predpisov predstavuj¼ funkciu? Ktor® s¼ 

prost®? 

a. 52 5 -= xy  

b. 123)( =xf  

c. xxxyg sin)( 2 +-=  

d. 
1102.005

5.17521

-

-

y

x
 

e. 
1102.025

5.17521

-

-

y

x

 

f. 
1102.005

5.12521

-

-

y

x

Rieġenie. Funkcie s¼ vġetky okrem pr²padu f, pretoģe dvojke s¼ priraden® dve 

r¹zne hodnoty. Prost§ je v pr²pade a a d. 

Pr²klad 21. Ktor® funkcie sa rovnaj¼? 

a. 52 5 -= xy , ÁÍx  

b. 52 5 -= xy , ¿Íx  

c. 
525 xy +-= , ÁÍx  

d. 52 5 -= xy , ¿ÆÁÍx  

e. 
1102.005

5.17521

-

-

y

x

 

f. 
10102.05

75.1251

-

-

y

x

Rieġenie. Funkcie v pr²padoch a a c sa rovnaj¼, pretoģe definiļnĨ obor aj 

funkcia s¼ rovnak®. To, ģe ļleny s¼ prehoden®, nem§ na funkciu vplyv. Funkcie 

v pr²padoch b a d sa tieģ rovnaj¼, pretoģe ¿¹¿ÆÁ , teda aj definiļnĨ obor maj¼ 

rovnakĨ. Funkcie v pr²padoch e a f sa tieģ rovnaj¼. To, ģe jednotliv® hodnoty s¼ 

uveden® v r¹znom porad², nem§ na funkciu vplyv. 

Pr²klad 22. Zistite definiļnĨ obor funkci². 

a. 52 5 -= xy  

b. 123)( =xf  

c. 1+= xy  

d. 12 += xy  

e. 42 -= xy  

f. ( )32log)( += xxf  

g. xy log=  

h. xy log=
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Rieġenie. 

a. DosadiŠ je moģn® ļokoŎvek, preto Á=)(yD . Moģn® vĨsledky tieģ pokrĨvaj¼ 

vġetky re§lne ļ²sla, preto Á=)(yH . 

b. DosadiŠ je moģn® ļokoŎvek, na vĨsledok to nem§ vplyv, preto Á=)( fD . VĨsledok 

je jedinĨ moģnĨ, a to hodnota 123, preto 123)( =fH . 

c. Pod odmocninou m¹ģu byŠ iba nez§porn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 01²+x . 

Z toho vyplĨva, ģe 
)¤= ;1)(yD
. Naopak, neexistuje ļ²slo, ktor® by nemohlo byŠ 

vĨsledkom, preto Á=)(yH . 

d. Pod odmocninou m¹ģu byŠ iba nez§porn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 012 ²+x . 

Lenģe to je vģdy, preto Á=)(yD . Znova neexistuje ļ²slo, ktor® by nemohlo byŠ 

vĨsledkom, preto Á=)(yH . 

e. Pod odmocninou m¹ģu byŠ iba nez§porn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 042 ²-x . 

Z toho vyplĨva, ģe 
2²x

, preto 
)( ¤Ç-¤-= ;22;)(yD
. Znova neexistuje ļ²slo, 

ktor® by nemohlo byŠ vĨsledkom, preto Á=)(yH . 

f. Logaritmus m§ zmysel len pre kladn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 032 >+x . Z toho 

vyplĨva, ģe ( )¤= ;5.1)( fD . Znova neexistuje ļ²slo, ktor® by nemohlo byŠ 

vĨsledkom, preto Á=)( fH . 

g. Logaritmus m§ zmysel len pre kladn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 0>x . Z toho 

vyplĨva, ģe 
+Á=)(yD . Znova neexistuje ļ²slo, ktor® by nemohlo byŠ vĨsledkom, 

preto Á=)(yH . 

h. Odmocnina m§ zmysel len pre nez§porn® ļ²sla, preto rieġime rovnicu 0log ²x . 

Z toho vyplĨva, ģe 
)¤= ;1)(yD
. KeŅ budeme dosadzovaŠ hodnoty z definiļn®ho 

oboru, zist²me, ģe ak®koŎvek kladn® ļ²slo vyjsŠ m¹ģe, ale z§porn® ģiadne. Pri 

dosaden² nuly vyjde nula, preto +Á=)(yH . 
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Pr²klad 23. Z danĨch funkci² vytvorte zloģen¼ funkciu. 

a. 
2)( xxf = , xxg sin)( =  

b. xxf log2)( = , xxg cos5)( =  

c. 
xxxf =)( , xxg tan)( =  

d. 12)( =xf , 65)( 2 -= xexg  

e. 
2)( xxf = , xxg sin)( = , xxh =)(  

Rieġenie. 

a. ( )2sinxgf =A , 2sinxfg =A  

b. ( )xgf cos5log2=A , ( )xfg log2cos5=A  

c. ( ) x
xgf

tan
tan=A , xxfg tan=A  

d. 12=gf A , 65 24-= efgA  

e. ( )2sin xhgf =AA , ( ) xxghf sinsin
2

==AA , ( ) xxhfg sinsin
2

==AA , 

( ) xxfhg sinsin 2 ==AA , ( ) xxgfh sinsin
2
==AA , 2sinxfgh =AA  

Pr²klad 24. Vytvorte s¼ļet, rozdiel, s¼ļin a podiel funkci². 

a. ÁÍ= xxxf ,)( 2 , ( 10;1,6)( -Í= xxg  

b. ÁÍ= xxxf ,sin)( , 2;1,log)( Í= xxxg  

c. ÁÍ= xxxf ,tan)( 2 , 0;1,log)( -Í= xxxg  

d. 1;5,6)( -Í+= xxxf , 6;5,)( Í= xexg x
 

Rieġenie. 

a. 62 +=+ xgf , 62 -=- xgf , 26xfg= , 6// 2xgf = . V tĨchto ġtyroch pr²padoch 

( 10;1-=D . V pr²pade 2/6/ xfg =  sa definiļnĨ obor mus² oklieġtiŠ eġte aj o nulu, 

pretoģe t§ v menovateli nem¹ģe byŠ, preto tu ( {}010;1 --=D . 
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b. xxgf logsin +=+ , xxgf logsin -=- , xxfg log.sin= , xxgf log/sin/ = . V 

tĨchto ġtyroch pr²padoch 2;1=D . V pr²pade xxfg sin/log/ =  sa definiļnĨ obor mus² 

oklieġtiŠ eġte aj o hodnotu p/2, pretoģe tu funkcia s²nus nadob¼da nulu. Preto tu 

{ }2/2;1 p-=D . 

c. Nie je moģn® niļ vytvoriŠ, pretoģe pre funkciu logaritmus m§me predp²sanĨ definiļnĨ 

obor 0;1- , ale funkcia logaritmus je definovan§ len pre kladn® ļ²sla. 

d. Nie je moģn® niļ vytvoriŠ, pretoģe definiļn® obory maj¼ pr§zdny prienik, 

vĨsledn§ funkcia nie je nikde definovan§. 

Pr²klad 25. Ktor§ funkcia je periodick§ a ak¼ m§ peri·du? 

a. 32 += xy  b. 33 2 -= xy

Rieġenie. 

a. Rieġime rovnicu 3)(232 ++=+ pxx . Z toho vyplĨva p=0, teda funkcia nie je 

periodick§. 

b. Rieġime rovnicu ( ) 3333
22 ++=+ pxx . Z toho vyplĨva 02 2 =+pxp , ale p mus² byŠ 

konġtanta, nesmie byŠ funkciou x. Teda funkcia nie je periodick§. 

Pr²klad 26. Ktor§ funkcia je p§rna? 

a. 8)( 2 +=xxf  b. ( ) 82)(
2
+-=xxf

Rieġenie. 

a. Ak m§ byŠ funkcia p§rna, muselo by platiŠ )()( xfxf -= , teda ( ) 88
22 +-=+ xx . 

Z toho vyplĨva 22 xx = , ļo je identita, preto funkcia je naozaj p§rna. 

b. Ak m§ byŠ funkcia p§rna, muselo by platiŠ )()( xfxf -= , teda 

( ) ( ) 8282
22
+--=+- xx . Z toho vyplĨva xx 22 =- , ļo nie je platn® pre vġetky x, 

preto funkcia p§rna nie je. 

Pr²klad 27. Ktor§ funkcia je nep§rna? 

a. 3)( xxf =  b. 3)( 3 +=xxf
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Rieġenie. 

a. Ak m§ byŠ funkcia nep§rna, muselo by platiŠ )()( xfxf --= , teda ( )33 xx --= . 

Z toho vyplĨva 33 xx = , ļo je identita, preto funkcia je naozaj nep§rna. 

b. Ak m§ byŠ funkcia nep§rna, muselo by platiŠ )()( xfxf --= , teda 

( )( )33
33 +--=+ xx . Z toho vyplĨva 33 -= , ļo nie je pravda, preto funkcia 

nep§rna nie je. 

Pr²klad 28. N§jdi inverzn¼ funkciu k danĨm funkci§m. 

a. 3xy=  

b. 10+=xy  

c. xy 2log1+=  

d. 23 -= xy  

e. 11
6
+=

x
y  

f. 
800

2

x
y=

Rieġenie. 

a. 3 yx= . Tu by niekto mohol tvrdiŠ, ģe je potrebn® zmenġiŠ definiļnĨ obor na 

+ÁÍ 0y , aby pod odmocninou neboli z§porn® ļ²sla. Ale to nie je potrebn®, pretoģe 

sa jedn§ o nep§rnu odmocninu a t§ sa d§ vypoļ²taŠ aj pre z§porn® ļ²sla. Dneġn® 

poļ²taļe ju vedia vypoļ²taŠ, ale starġie kalkulaļky vyhadzovali chybu. 

b. 10-=yx  

c. 110
2

1 -= yx . Tu je zauj²mav®, ģe definiļnĨ obor p¹vodnej funkcie je kladn® re§lne 

ļ²sla, ale definiļnĨ obor inverznej funkcie je vġetky re§lne ļ²sla. 

d. xy 32=+ , potom zlogaritmujeme obe strany rovnice a vyjde 

( ) 3log3log2log xy x ==+ , preto 
( )

3log

2log +
=

y
x . Tu je zauj²mav®, ģe definiļnĨ 

obor p¹vodnej funkcie s¼ vġetky re§lne ļ²sla, ale definiļnĨ obor inverznej funkcie je 

re§lne ļ²sla vªļġie ako 2. 

e. 
11

6

-
=

y
x . Tu je zauj²mav®, ģe definiļnĨ obor p¹vodnej funkcie je {}0-Á , ale 

definiļnĨ obor inverznej funkcie je {}11-Á . 
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f. 800
2

y
x=  
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Lekcia 4 ï Funkcie a ich grafy 

Nov® pojmy 

a. Element§rna funkcie, konġtanta, line§rna, mocninov§, exponenci§lna, logaritmick§, 

goniometrick®, cyklometrick®, hyperbolick® a hyperbolometrick® funkcie 

Element§rne funkcie 

Đvod. R¹zni autori ch§pu za element§rne funkcie r¹zne. Za element§rne funkcie 

budeme povaģovaŠ tieto funkcie: 

a. Konġtanta 

b. Line§rna 

c. Mocninov§ 

d. Exponenci§lna 

e. Logaritmick§ 

f. Goniometrick® 

g. Cyklometrick® 

h. Hyperbolick® 

i. Hyperbolometrick®  

Pozn§mka. V niektorĨch knih§ch sa p²ġe, ģe logaritmick¼ funkciu nie je moģn® 

povaģovaŠ za element§rnu, pretoģe je to inverzn§ funkcia k exponenci§lnej. 

V podobnom vzŠahu s¼ aj goniometrick® funkcie k cyklometrickĨm a hyperbolick® 

k hyperbolometrickĨm. Niektor² autori dokonca hovoria, ģe tak§to Ăoklieġten§ñ sada 

funkci² sa vol§ z§kladn® element§rne funkcie a vġetky funkcie, ktor® sme z nich schopn² 

vytvoriŠ pomocou oper§ci² s¼ļtu, rozdielu, s¼ļinu, podielu a pomocou skladania 

funkci², sa volaj¼ element§rne. Nebudem do tejto nejednoty vn§ġaŠ Ņalġ² chaos. 

Zavediem iba pojem element§rne funkcie, kam bude patriŠ uvedenĨch 9 typov. 

Konġtantn§ funkcia (konġtanta) (Obr. 8). Konġtantn§ funkcia (konġtanta) je 

dan§ predpisom cy= , ÁÍx . Je to teda tak§ funkcia, ktor§ sa nemen². 
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Obr. 8. 3=y . 

Line§rna funkcia (Obr. 9). Line§rna funkcia je dan§ predpisom baxy += , 

ÁÍba, . a, b s¼ konġtanty, ktor® ovplyvŔuj¼ polohu a sklon funkcie. Kladn® (z§porn®) 

b pos¼va funkciu nahor (nadol). Pre kladn® (z§porn®) a je funkcia rast¼ca (klesaj¼ca). 

Ļ²m je a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. 

   

Obr. 9. VŎavo: xy= . V strede: 52 -= xy . Vpravo: 22,0 +-= xy . 

Mocninov§ funkcia (Obr. 10 aģ Obr. 13). Mocninov§ funkcia je dan§ 

predpisom caxy b += . ÁÍca, , ( )1;0ÇÍZb . a, b, c s¼ konġtanty, ktor® ovplyvŔuj¼ 

polohu a tvar funkcie. Ļ²m je a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v 

zvislom smere. Dve konġtanty a, ktor® maj¼ rovnak¼ absol¼tnu hodnotu, ale l²ġia sa 

znamienkom, vytvoria funkcie symetrick® podŎa osi x. Kladn® (z§porn®) c pos¼va 

funkciu nahor (nadol). Konġtanta b zodpoved§ za tvar funkcie a m§ niekoŎko pod¹b. Pre 

kladn® p§rne b je to funkcia Ăparabolov®hoñ typu, pre kladn® nep§rne b>1 je to funkcia 

Ăkubick®hoñ typu, pre z§porn® p§rne b je to funkcia Ăkom²nov®hoñ typu a pre z§porn® 

nep§rne b je to funkcia Ăhyperbolov®hoñ typu. Inak je to pri necelĨch hodnot§ch 

konġtanty b. Pre ( )1;0Íb  je to funkcia Ăodmocninov®hoñ typu. 
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Obr. 10. VŎavo: 
2xy= . V strede: 

45,0 xy= . Vpravo: 
32xy= . 

   

Obr. 11. VŎavo: 
5xy= . V strede: 

1-=xy . Vpravo: 
3-=xy . 

   

Obr. 12. VŎavo: 
22,0 -= xy . V strede: 

4-=xy . Vpravo: 
2,0xy= . 

 

Obr. 13. 
5,0xy=  
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Pozn§mka. Mocninov§ funkcia sa niekedy definuje inak. Jej predpis je rovnakĨ, 

ale definiļnĨ obor konġtanty b bĨva r¹zny. Niekedy sa prip¼ġŠa +ÁÍb , niekedy aj 

ÁÍb , ale potom je potrebn® si uvedomiŠ, ģe definiļnĨ obor samotnej mocninovej 

funkcie je vĨrazne z§vislĨ od hodnoty konġtanty b. 

Exponenci§lna funkcia (Obr. 14 aģ Obr. 15). Exponenci§lna funkcia je dan§ 

predpisom caby x+= , ÁÍca, , +ÁÍb . Ļ²m je a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia 

Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. Dve konġtanty a, ktor® maj¼ rovnak¼ absol¼tnu 

hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrick® podŎa osi x. Kladn® 

(z§porn®) c pos¼va funkciu nahor (nadol). Konġtanta b zodpoved§ za strmosŠ a sklon 

funkcie. Pre ( )1;0Íb  je funkcia klesaj¼ca, pre b>1 rast¼ca. 

   

Obr. 14. VŎavo: 
xy 5,0= . V strede: 

xy 8,0= . Vpravo: 
xy 5,1= . 

 

Obr. 15. 
xy 3= . 

Pozn§mka. Exponenci§lna funkcia sa niekedy definuje inak. Jej predpis je 

rovnakĨ, ale definiļnĨ obor konġtanty b bĨva r¹zny. Niekedy sa prip¼ġŠa aj ÁÍb , ale 

potom je potrebn® si uvedomiŠ, ģe definiļnĨ obor samotnej mocninovej funkcie je 

vĨrazne z§vislĨ od hodnoty konġtanty b. 

Pozn§mka. Exponenci§lna funkcia sa v pr²rode a praxi najļastejġie vyskytuje 

v tvare xey= , kde ...5907182818284,2ºe  je takzvan® Eulerovo ļ²slo. Je iracion§lne. 
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Pozn§mka. Exponenci§lna funkcia sa okrem z§pisu xey=  niekedy zvykne 

oznaļovaŠ aj )exp(xy= . 

Logaritmick§ funkcia (Obr. 16 aģ Obr. 17). Logaritmick§ funkcia je inverzn§ 

k exponenci§lnej. Je dan§ predpisom cxay b += log , ÁÍca, , {}1-ÁÍ +b . Ļ²m je a 

Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. Dve konġtanty a, ktor® 

maj¼ rovnak¼ absol¼tnu hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrick® 

podŎa osi x. Kladn® (z§porn®) c pos¼va funkciu nahor (nadol). Konġtanta b sa nazĨva 

z§klad logaritmu. Pre ( )1;0Íb  je funkcia klesaj¼ca, pre b>1 rast¼ca. 

    

Obr. 16. VŎavo: xy 2,0log= . V strede: xy 6,0log= . Vpravo: xy 4,1log= . 

 

Obr. 17. xy 5log= . 

Pozn§mka. Logaritmick§ funkcia sa v pr²rode a praxi najļastejġie vyskytuje 

v tvare xxy e lnlog == , kde je Eulerovo ļ²slo. Tento logaritmus sa nazĨva prirodzenĨ. 

V pr²pade, ģe sa vyskytuje tvar xy log=  bez z§kladu, mysl² sa z§klad 10. Tento 

logaritmus sa nazĨva dekadickĨ. 

Goniometrick® funkcie (Obr. 18 aģ Obr. 19). Goniometrick® funkcie s¼ dan® 

predpismi () cbxay += sin , () cbxay += cos , () cbxay += tan , () cbxay += cotg , 

ÁÍcba ,, . Ļ²m je a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. 
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Dve konġtanty a, ktor® maj¼ rovnak¼ absol¼tnu hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, 

vytvoria funkcie symetrick® podŎa osi x. Kladn® (z§porn®) c pos¼va funkciu nahor 

(nadol). Pre vyġġie konġtanty b je funkcia Ăspuļenejġiañ vo vodorovnom smere, pre 

niģġie hodnoty Ăroztiahnutejġiañ. 

    

Obr. 18. VŎavo:xy sin=  . V strede: xy cos= . Vpravo: xy tan= . 

  

Obr. 19. VŎavo: xy cotg= . Vpravo: ( )xy 2sin5,1= . 

Pozn§mka. Mnoho textov o trigonometrii definuje funkcie s²nus, kos²nus, 

tangens a kotangens pomocou tzv. jednotkovej kruģnice. Jednotkov§ kruģnica je tak§ 

kruģnica, ktorej polomer je jedna jednotka (nie je podstatn®, ak§, m¹ģe to byŠ 1 cm, ale 

aj 1 km podŎa toho, v ļom meriame). Nakresl²me jednotkov¼ kruģnicu a jej stred 

umiestnime do poļiatku s¼radnicovej s¼stavy x, y (Obr. 20). 
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q

sin j

cos j

cotg j

tg j

x

y

 

Obr. 20. Jednotkov§ kruģnica, vyġetrovanĨ uhol j a goniometrick® funkcie pre tento uhol. 

Ku kruģnici zostroj²me dotyļnicu p v bode [1,0] a dotyļnicu q v bode [0,1]. Od 

kladn®ho smeru osi x v kladnom smere (proti smeru hodinovĨch ruļiļiek) nanesieme 

uhol j, ktor®ho s²nus (kos²nus, tangens, kotangens) chceme vypoļ²taŠ. Z obr§zka je 

zrejm®, o ktor® dŌģky sa jedn§, ale uveŅme tieto defin²cie aj slovne: 

S²nus uhla j je y-ov§ s¼radnica prieseļn²ku sprievodiļa tohto uhla s jednotkovou 

kruģnicou. 

Kos²nus uhla j je x-ov§ s¼radnica prieseļn²ku sprievodiļa tohto uhla s 

jednotkovou kruģnicou. 

Tangens uhla j je y-ov§ s¼radnica prieseļn²ku sprievodiļa tohto uhla s 

dotyļnicou k jednotkovej kruģnici zostrojenej v bode [1,0]. 

Kotangens uhla j je x-ov§ s¼radnica prieseļn²ku sprievodiļa tohto uhla s 

dotyļnicou k jednotkovej kruģnici zostrojenej v bode [0,1]. 

Pozn§mka. Teraz je tieģ jasn®, odkiaŎ sa vzali n§zvy pre tangens a kotangens. 

VyplĨva to z ich defin²cie pomocou dotyļn²c (tangent - dotyļnica). 

Pozn§mka. Je zauj²mav®, ģe by staļilo definovaŠ funkciu s²nus, pretoģe ostatn® 

tri s¼ z nej odvoden®. VzŠahy s¼ nasledovn®: )90sin(cos xx -= , 
x

x
x

cos

sin
tan =  a 

x

x
x

sin

cos
cotg = . 



  Lekcia 4 ï Funkcie a ich grafy 

 49 

Cyklometrick® funkcie (Obr. 21 aģ Obr. 22). Cyklometrick® funkcie s¼ 

inverzn® ku goniometrickĨm. S¼ dan® predpismi () cbxay += arcsin , 

() cbxay += arccos , () cbxay += arctan , () cbxay += arccotg , ÁÍcba ,, . Ļ²m je a 

Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. Dve konġtanty a, ktor® 

maj¼ rovnak¼ absol¼tnu hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrick® 

podŎa osi x. Kladn® (z§porn®) c pos¼va funkciu nahor (nadol). Pre vyġġie konġtanty b je 

funkcia Ăspuļenejġiañ vo vodorovnom smere, pre niģġie hodnoty Ăroztiahnutejġiañ. 

   

Obr. 21. VŎavo: xy arcsin= . V strede: xy arccos= . Vpravo: xy arctan= .  

  

Obr. 22. VŎavo: xy arccotg= . Vpravo: ( )xy 5,0arcsin5,1= . 

Hyperbolick® funkcie (Obr. 23 aģ Obr. 24). Hyperbolick® funkcie s¼ dan® 

predpismi () cbxay += sinh , () cbxay += cosh , () cbxay += tanh , 

() cbxay += cotgh , ÁÍcba ,, . Ļ²m je a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia 

Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. Dve konġtanty a, ktor® maj¼ rovnak¼ absol¼tnu 

hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrick® podŎa osi x. Kladn® 

(z§porn®) c pos¼va funkciu nahor (nadol). Pre vyġġie konġtanty b je funkcia 

Ăspuļenejġiañ vo vodorovnom smere, pre niģġie hodnoty Ăroztiahnutejġiañ. 
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Obr. 23. VŎavo: xy sinh= . V strede: xy cosh= . Vpravo: xy tanh= . 

  

Obr. 24. VŎavo: xy cotgh= . Vpravo: ( )xy 5,0sinh5,1= . 

Pozn§mka. Hyperbolick® funkcie s¼ v skutoļnosti kombin§cie 

exponenci§lnych. VzŠahy medzi nimi s¼ nasledovn®: 
2

sinh
xx ee

x
--

= , 

2
cosh

xx ee
x

-+
= , 

x

x
x

cosh

sinh
tanh =  a 

x

x
x

sinh

cosh
cotgh = . 

Hyperbolometrick® funkcie (Obr. 25 aģ Obr. 26). Hyperbolometrick® funkcie 

s¼ inverzn® k hyperbolickĨm. S¼ dan® predpismi ()cbxay += arcsinh , 

() cbxay += arccosh , () cbxay += arctanh , () cbxay += arccotgh , ÁÍcba ,, . Ļ²m je 

a Ņalej od nuly, tĨm je funkcia Ăroztiahnutejġiañ v zvislom smere. Dve konġtanty a, 

ktor® maj¼ rovnak¼ absol¼tnu hodnotu, ale l²ġia sa znamienkom, vytvoria funkcie 

symetrick® podŎa osi x. Kladn® (z§porn®) c pos¼va funkciu nahor (nadol). Pre vyġġie 

konġtanty b je funkcia Ăspuļenejġiañ vo vodorovnom smere, pre niģġie hodnoty 

Ăroztiahnutejġiañ. 



  Lekcia 4 ï Funkcie a ich grafy 

 51 

   

Obr. 25. VŎavo: xy arcsinh= . V strede: xy arccosh= . Vpravo: xy arctanh= . 

 

Obr. 26. xy arcsinh5,1= . 

Hyperbolometrick® funkcie je moģn® prep²saŠ aj pomocou logaritmov. Je to 

vġak pokroļilejġia t®ma. Z§ujemcovia si m¹ģu defin²cie pozrieŠ na 

http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/func_b12.html. Parametre 

ļi konġtanty pri funkci§ch, ktor® sme prebrali doteraz, ovplyvŔuj¼ tvar, strmosŠ a 

polohu na osi y. M¹ģe ale nastaŠ aj pr²pad, ģe voŎnĨ parameter je priamo v argumente 

funkcie, teda )(xfy=  sa men² na )( dxfy -= . Tento voŎnĨ parameter ovplyvŔuje 

polohu ļi posun funkcie po osi x. Tvar funkcie sa ale nemen². 

Pozn§mka. Treba si uvedomiŠ a daŠ pozor na nasledovn®: cxf +)(  znamen§ 

posun funkcie po osi y o c jednotiek nahor a cxf -)(  znamen§ posun funkcie po osi y o 

c jednotiek nadol. Naproti tomu )( dxf -  znamen§ posun funkcie po osi x o d jednotiek 

doprava a )( dxf +  znamen§ posun funkcie po osi x o d jednotiek doŎava. 
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Pr²klady 

Pr²klad 29. Naļrtni graf nasledovnĨch funkci²: 

a. 6)2arctan(4 ++x  

b. ( ) 622
3
+-

-
x  

c. 6)54sinh(3 --- x  

d. 62 3 -x  

e. ( )1,0
10--x  

f. 1)23arccotg(1,0 +- x

 

g. 3
2

1
-

+x
 

h. 3)25,0cotg(5,0 ++x

 

i. 1)21tan(5 --- x  

j. 15,0.2 -x  

k. 1)2arctan(5 --- x  

l. 29,0.10 2 +x  

m. 10)225,0arccos(5,0 +-x

 

n. 8)25cosh(6 -+x  

o. 57 3/ -x  

p. 2)2cosh(2 +--- x  

q. 1)1(log2 5,0 ++x  

r. 1)1cos(2,2 --x  

s. 22 -+xx  

t. 5)32arcsin(2 -- x  

u. 2)32cotgh(2,2 -- x

 

v. 6)5(log5 1,0 ++- x  

w. 1)2sin( -+x  

x. 1)12tanh(11 -+x  

y. 12 7,0 -x  

z. 3)33sin(2 +-- x  

aa. ( ) 212
1
-+

-
x  

bb. 7)21,1tanh(12 +-- x

 

cc. 111,1.7 -- x  

dd. 200)26cos(10 --- x

 

ee. 21+- -x  

ff.  1)122,0arctanh(2 ++-- x

 

gg. 1)25(log2 3 --- x  

hh. 2)3cotgh(5,0 ++x  

ii.  2)1tan(4 ++x  

jj.  32 +- x  

kk. 1)3arccotgh( -+x  

ll.  5)31cotg(6 -- x  

mm. ( ) 32
11
-+-x  

nn. 1)12arcsin( +-x  

oo. 3)52(log5,0 8 +-x  

pp. 3)32,0arccos(3 +-- x

 

qq. 
( )

1
3

2
2
-

-x
 

rr. 2,1)1,1arccotg(3 ++x

 

ss. 25,0 800-x  

tt. 4)32sinh(2 ++x  

uu. 2-  

vv. 2)2arcsinh(3 ++x  

ww. 1522 -- xx  

xx. 6)52arcsinh(3 --- x

 

yy. ( ) 22
6
++-x  

zz. 1)1arccosh( ---- x

 

aaa. 12ln3 +- x  

bbb. ( ) 1022
4
+-

-
x  
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ccc. 5)13arccosh(5 +-x

 

ddd. 150 -x  

eee. 3)22arctanh(58,1 ++x

 

fff.  342 -+- xx  

ggg. 2)13arccotgh(2 --- x
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Rieġenie. KaģdĨ pr²klad je vyobrazenĨ ako graf. Vġetky pr²klady s¼ element§rne 

funkcie. Funkcie s¼ posunut® nahor o ist¼ hodnotu, doŎava o in¼ hodnotu, peri·da je 

niekoŎkokr§t menġia, funkcia je zrkadlovo zobrazen§ a podobne. 

    

Obr. 27. Rieġenie pr²kladu a-d. ZŎava: 6)2arctan(4 ++x ; ( ) 622
3
+-

-
x ; 

6)54sinh(3 --- x ; 62 3 -x . 

    

Obr. 28. Rieġenie pr²kladu e-h. ZŎava: ( )1,0
10--x ; 1)23arccotg(1,0 +- x ; 

3
2

1
-

+x
; 3)25,0cotg(5,0 ++x . 

    

Obr. 29. Rieġenie pr²kladu i-l. ZŎava: 1)21tan(5 --- x ; 15,0.2 -x
; 

1)2arctan(5 --- x ; 29,0.10 2 +x
. 
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Obr. 30. Rieġenie pr²kladu m-p. ZŎava: 10)225,0arccos(5,0 +-x ; 

8)25cosh(6 -+x ; 57 3/ -x
; 2)2cosh(2 +--- x  

    

Obr. 31. Rieġenie pr²kladu q-t. ZŎava: 1)1(log2 5,0 ++x ; 1)1cos(2,2 --x ; 

22 -+xx ; 5)32arcsin(2 -- x  

    

Obr. 32. Rieġenie pr²kladu u-x. ZŎava: 2)32cotgh(2,2 -- x ; 6)5(log5 1,0 ++- x ; 

1)2sin( -+x ; 1)12tanh(11 -+x  

    

Obr. 33. Rieġenie pr²kladu y-bb. ZŎava: 12 7,0 -x ; 3)33sin(2 +-- x ; ( ) 212
1
-+

-
x ; 

. 

   

Obr. 34. Rieġenie pr²kladu cc-ff.  ZŎava: 111,1.7 -- x
; 200)26cos(10 --- x ; 

21+- -x ; 1)122,0arctanh(2 ++-- x . 




























































































































































