Uni verzita Komensk®ho, Pr2rodov

Peter RichtefiRo ma n PiMgoslaviBialik
a kol ekt?2yv

(Miroslav Hajach, Roland Karcol, Lucia Vregtiako:
Spev8kovsg§, Eva Szalaiov§, Bibig8na Kytk

ULEBNE TE NATEMATIKY
PRE 1. ROLNCK GEOL

2006
BRATISLAVA



E Mgr . Peter Richter, PhD. , RNDr . Roman Pagt

DrSc.ak ol ekt2v (Miroslav Hajach, Rol aaydMaKimr c ol , Luci a
Kat ona, Eva Spevg8kov§, Eva Szal ai ov§g, Bi bi §8na Kyt ko\

ISBN 8022322016



Pvod

Ti eto ul ebn® texty z mat emati ky s¥% ul
Pr2rodovedeckej fakulte Uni Rez delteyn ®K ogré n
jedelBstekbi i, prilom snahou bolo pokryS z§8Kk
analTizgt o t®my tvoria teoretich®ezrpPkleaadayn
met - d, preponggawvnarcizecnthpch odvet vdplkavdnej z §k | a
geol Kaijeelciazodpovkedgde | predn§ykev,duwlkeboma8i e
hodiny.

Kagds§ | ekcia obsahuje teoretick¥ pra2rg
pozn8mky a wupozornenia na | ast® chaby. \%
nazd§vagygme posl uktd 81 @lvn pk avsPhe p b t ggetbundBei net Ti 2
ktor?2 msas klurd¥p ojlpaesc i @tl Yadiva ke ayzi ku al ebo
maj ¥% hl bop? ez&wjteombairgp® turleébvoovaS aj niektor ®
pol as podkadue@gagk andunf® bni ce matematickej an

Po kagdej l ekciiiumadéerbaop¥%pbe i faska dpy O
uspori askeggn®a do 8§kl ade Pod&bmadytis¥% Sagi skol
Vget ky pr2kl adyr s &g eosita mimr ® g sapdglnn epsr(2¢k | ad
prevzaatdrmz n § mebewk ri egeni)ch pr2kladov

kol ekt2v autoro
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U ebn® maetxetnya tzi

Ky

pre

1. roln2k geol -qgie

Lekciali Mno gi ny

Nov® poj my

a. Mnogi na, (ne)pr8zdna mnogina, (ne)konel n§
nadmnogina, zjednotenie, prienik, rozdiel,
b. Zobrazenie,br az mnoginy, prost® zobrazenie
c. Horn® (dol n®) ohranil| eni e, zhora (zdol a)
minimum, maximum
d Absol stna hodnot a
e.lntervaspravd zOavarenl (uzavretl) interval, nq
Poug2van® symboly
Vnasedovnlich textoch sa bud¥% vyskytovaS na:
Symbol N§zov ) L2ta sa
" Vgeobecnl kvaitKagdl, pre kagd®, \
$ Exi stenl| nl kv i{Existuje
%) Konjunkcia A z8roveR
U Alternat?2va Alebo
Y | mpl i k8ci a Z toho vypllva
U Ekvivalencia Je rovnocenn®, pjre§vg
I (1) Patr?2 (nepatriPatr2kome( mpewpatr 2,
A Prienik Prienik
C Zjednotenie Zjednotenig. pomt cka ADPni g
E Podmnogi na Je podmnogi nou
E Nadmnogi na Je nadmnoginou
- Zobrazenie Sa zobraz?2 na
- G2 pka l de k, bl2¢gi sa k
o Nekonel no Nekonel no
A Kr ¥%g ok Zogen8 funkci a
Jednotl iv® symboly bud¥% podrobnejgie vysyv
Mnogi ny

Mnogi Raj em

poj mami s¥ sku

Pr vok

obsahuj e, sa Vv

mnogi na

pina,

mvVeginy el ementy,

ol aj %

chsg8peme intuit2vne,

sYibor .

| lrolyolg bya ®t moe gi 8

prvky mnoginy.



Lekciali Mnogi ny
Pr8zdna mrd@ggidma. mnogina |je takg§g, ktor 8
Oznal §}el stmo i .
Nepr8zdnaNmpogizdaa mnogina je tak8, ktor§
Konemng§giKmae|l n§8 mnogina je tak8, ktor8 ob

Nekonel n§8 Nmkofiena.8 mnogina je takg§g, ktor

prvkov.

Podmno8EA@ "xi B:xi AaleboBE AU (xi BY xi A)

Mnogina B | e podAmtedy,gak saann omgn ci¢gei My nac h 8dz a
prvky, kmoo®i s& Bj BPedmhegi maogina. M8 vgdy

veOa prvkov ako mnogi na A. Mnogina je wvgd

podmno gi nMoluschjetgeRaLephalopda

Pravg§ podRmawWy§ nmodmnogina B je tak8§8 podmn

mene | prvkov ako mnogina A. Nem! ge maS rovna
NadmnogknB.je podmnoginou mnoginy A, tak

Prav§g nadAknBjg pravau. podmndi nou mnogi ny A, t ak

nadmnogi nou mnoginy B. Mus2 ma$S teda viac pr

Pozn8mka a Pmrbt®rtbybhmg2 podmnog?2n, nadmno
pravich nadmnog2n sa | asto st8va,pgeéemmsaginwyv
url 2 t¥%, ktor§8 m§8 prvkov menej. Treba daS a

vhnadmnogi ne. pditkenbcyi 88amey podmnogine nagi el
vpotenci 8l nej nadmnogine, tietoaidaedmmo@ignay

Zjednotenie. (xi ACB)U (xi A)U(xi B).

Zjednotenie mnog2n je tieg mnogina. Je t

mn o grapr.A a B.
Prienik. (xi AZEB)U (xi A)@(xi B).

Prienik mnog2n je tiegkmaoogijtne¥plterktyqg tkdk
vdanimalo g i, nafrdlaB.

Rozdiel. (xi A- B)U (xi A)@(xi B).



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Rozdi el mnog2n je tieg kmnoodeijn asn¥h oJgei witkoy Atza |
al e nesmyo piyrSe vBis SJ e kihowot§E nle okp matviy gmnodi ne
Pozn8&§mka a |Past&rdhhwlaynw2 rozdielu mnog?2n

vyjde mnogina, ktor8& m8 menej ako 0 psavkov.

odl oho odl] 2t a.

Kartezi §nskWaswkeizng§iKsky s%l in mnpatzknl ch a
uspori adalablchpdaibrgkicB.

Pozn8mka a [|Parsit ®u rc| hoyvbayn.? kartezi 8nskeho
| 1 ovek s[a,b]m&),a]JZTog}ee chyba. Dvojbhaaz §lee & edjc
porad?2 prvkov.

Potencia.Pot enci a mnoginy A je mnogina vgetkI
sa oznPal ovas

Pozn8mka a |Past @rd¢hhwhkayn?2 potencie sa | ast
podmnoginy zabudne. Pontoegnicn 8c hs,a kSaogrk® marj| % jve

dokonca nekonelnl polet prvkov.
Intervaly
Otvorenl Nemtherswatlban@rd<i seida vorenl interval

vget kT xtha k T2atesb. 9 ©z n al(g hb)jakbodam]

Uzavret T i nNechab? aln@rdB.shazavretl interval
vget kT chxttakeThcat ¥¢sgeel Oz n aa b)jalebdasbh.

ZOava otvorspmauzawveevalINecht esrvv adeabn.®pt 2 5o m

a<b. zZOava ot vspravaunzia virnettelr vianlt e(r v al ) xtj aek Tnenho,§ i ¢nea

a<x¢b. Ozn a(,h,lu)jalebo]&b}a.

Spravaot vorenl i nter viatdrvall KOakashzamn@tT ? 9 ma

a<b.Spravaot vorenl interval (zOava uzawtraektllic hi,n tgeer

a¢x<b. Oz n a(ah)jalebola .

Zhora neohranzZzhema mneokramil enl interval

ohrani| eni e.



Lekciali Mnogi ny

Zdola neohraniddeind nedlramill.enl interval
ohrani |l enie.
Okolie. Okolie bodua je ak T k oiOwvted&r val , kt ardvyknelsss ahuj e
ozl 0 v@&a.S
Zobrazenie
Zobrazenie. Zobrazenief mno gAdyg mn®&@gienydan® vtedy, k el

prvkuzmn o gAjney priradenl pnm®\gB. njy@zdreanf :jr &.oska z

VmnogiAmsés t eda (vaoryg pré pobrgzenie a mn o ¢ B roerazy

(visledky) zobrazeni a.

Pozn8mka a |Past@rd¢loywylmaynw? zobrazenia sa | a
j edn®mu mpo yAuiag @mvkovzmno gB.nyTo je chyba. Ale je
|l ast®, ¢ge vimrcegAjimy prrvk adreakimntoegm. niyst T p

Obraz mObgiazy mnodginy je mnogina vgetkTIch

Prost® zd®brosze®nizeobrazenie je tak®, pre |
prvkyzmn o gAmayj % dva r mno¢gBolkrazy v

Pozn8mka a Past@rhtbytt®i#o pzobrazenia sa | a
predsalepr i rad2 dvom maagAjmedoernv kao nt eann d Btiloy pr v o k
je chyba.

VI astnosti mnog?2n

Hor n® o hrHaonrinl® noiher.a niAj en ikékspratbol A jexye k.
Dol n® ohmManinl®e mihe .a niAlj &n il, ékpiletod QAijenxy | .

Zhora ohrani |Zm®dr amnohgrienmi.| en8 mnogina | e

ohrani |l enie.

Zdol a ohrani |Zedno8l amnoohgriannai.| en8 mnogi na | e

ohrani| eni e.
Ohrani | en8Mnnongoignian aj.e ohrani | en8, ak je ohr
Supremum.Supremum j e naj mengie horn® ohranil e
Inffimum. I nf i mum je najv2| gie doln® ohranil eni



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Maximum. Ak supremum patr2 mnogine, vol 8 sa maxi mt
Minimum. Ak i nfi mum patr?2 mnogi ne, vol 8 sa mi

Pozng§mka a ILast® chybOu.di amaximénm ainfiraump r e mu r

smi ni mom, |l ebo sa nevedia rozhodn%%sS, | i supr
powgdgs napr2klad zhora ohranilen% mnoginu za
ohranileng8, mus2 byS ohranilen8§ aj zdol a aj

Absol %Ytna hodnot a

Abs ol %t nald+hmafname}. a .

Absolhtgnataai e j e ni kdy z Spladr® 8al ébo uzl§pcer 1@

sa url|l2 tak, ge sa zabudne na znamienko.

Pozn8mka a Uastt®i ehwpnlbypgol %t nej hodnoty =za
vporiadku |l en vtedy, ak sa wurluje absol %tna
funkci a, pgiotbdj®nm ja tzrleoba vIipoltom zisti$§S, |
z8porn® hodnoty.



Pr 2 kil. Wtdo rn®&

Lekciali Mnogi ny

Pr2kl ady

stz edovnich s% mnoginy? Ktor®

KoOko maj % prvkov?

a.

b

a.

©

a.

o

a.

|l 2sla 1, 2, 3
. {a, +, g, 4}
{nd,

Ri eg®¥geeky

Konel n8, 30

d. {) g {{

e. {stll, stoli h_k{fz,’{i}il:zl}yba}

f.{nha

s mnoginy.

Konel ng8, 3 pevkonel n8, 3 phvkoyne]

Koneln§8, 4 pf.vkeekonel n &,

pr RIVKOY- v

Konelng§, O plg.vlﬁ(oor\/e_!n§, 1 prvok.

Pr2k2 ¥#torTch PEBm&edpBBA? Kedy

odmnogi ny?
a. A={1,2}; B={1,2,3}
b. A={1,2,3}; B={1,2}
c. A={jablko}; B={jablko}
d. A={}; B={1}
e. A=B={}
Ri egeni e.
AEB, pravs
BEA, pravsg

AE B, BE A

Pr 2 k3l NaSdj AEB,

A={1,2,3}; B={1,2}

.A={ orech,
koleso}

f. A= {Xi }iS:l; B:{Xi }i6:l

g. A=A ;B=¢

h. A=Z; B=¢

S

ns§, 14 pro

sa |jedn§

. A=nez8porn® | 2sl a;

d. AEB, pravs g. BEA,
e. AEB,BEA h. BE A,
f. AEB, pravs i. BEA,

ACB, A- B, B- A.

c. A={x}7,;B={x}]

=1 i=1

j abl ko};d. A=Z;BB::éhr ugka,

pravs
pravs
pravs

11

B



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol - gi
Riegeni e.

a. AEB={12}=B, ACB={123=A, A-B={3, B- A={}

b. AEB={},  ACB={orechjablkoh r u,kolesd,  A- B={orech jablkd}= A,

B- A={h r u,koles=B

c. AEB={x},=A AGB={x}’,=8B, A-B={}, B- A={x]

d. AEB=; =B, ACB=Z=A, A-B=Z;, B- A={}
Pr 2 k4l Zstil A/EBAC /D a ACBCCCD.

a. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3}; c. A=Z,B=¢ ,C=Q, DA

D={1,2,3,4} d. A=Z, B=¢ , C=A, D={0}

b. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3};
D={2,3,4,5}

e. A=Z,B=; ,C=A, D=}
Riegeni e.

a. A/EBBACAD=1, ACBCCCD={1234

b. AEBACAD={}, ACBCCCD={1,2345

c. AEBACAD=¢, ACBCCCD=A

d. AEBACAD={}, ACBCCCD=A

e. ABBACAD={}, ACBCCCD=A

Pr2kslvakdt or T ch (A£B)g@dAEBCC)?

p

A={1}; B={1,2}; C={1,2,3} c. A={x}>,:B={x}’,; c={x}’

b. A={"}; B={| §©}; C={| ©} d. A=Z;B=A;C={}

Ri eg.eni e

o

(AEB)cc={123, A&(BCC)={t ¢ (AEB)CC=C, AEBCC)=A

d. (AEB)CcC=z=AABCC)

=

(AgB)cC=C, AA(BCC)={}



Lekciali Mnogi ny

Pr2klUndb kartezi 8nsky s%W in mnog2n A a B.

. A={1,2}; B={s,1} d. A=A;B=A
. A={pyrit, chalkopyrit}; B={jablko, e. A=Z;B=Z
hrugka} f. A={}; B={1,2}

. A={zem}; B={1,2,3,4}

Ri egeni e.

A}z [2r]

. {[pyrit,jablko],[pyrit,h r u]éclkalaopyrt,jablko],[chalkopyrt,h r u]}(

. {[zer) [zem2] [zemg] [zema]

.Vgetky body s%Wradnicovej s¥Wstavy, danej 0S :

.Vgetky body s¥Wradniceayy| ades ttaavky®, dkanoerj® o0s:
priamok x=c,ci Zay=cclZ. S% to teda vget&dgnitdie DWdy

| 2s| a.
Pr2 k7lUardobt enci u mnoginy A.
. A={1,2,3} c. A={}
. A={jablko} d. A={a,b,c,d}

Riegenie.

A Mg {2 e s {23 123

. {{ }{jabiko}}

A

. {{ Mah{bh{cl{d}{a.b}{a.ct.{a.d}{b.ck{b.d}{c. d}.{ab.c}{ab.d}{a.c.d}{b.c.d}{ab.c.d}

13



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Pr2 k8kKdor ® sY¥ AzoB#r azeni a

b. A ; d.
Ri egeni e.
a.Je to zobrazenie, Aprsat @ge rlaadd @mE ver J lkew en

b. Ni e je zobrrmekeaimid® mupApapir & me = B prirazd 2 .

c.cJe to zobrazenie, Aprseat opge rkaad®®d GBnu§ Wer wjkeld ezn ¢
sa cel ® B nevylerpalo.

d Nie je zobrazeni e, Asppricatilvigceakojieded prkBu pr vk u z

e.eJe to zobrazeni e, Aprseat opy8ivréaadifd @gno pawddk?z ,z ¢

viac prvkovsa zobrazo najeden

f. Nie je zobrazenieA- B, p r e tBasd@zebrazyje. z

Pr 2 k9 Aaidst i , |l i je mnogina A zhora (zdol a)
neak® horn® (dol n®) ohranil| enie.
a. A={1,2,3,4,5,6} d. A:{i}ilff g A:{sz}::_s
b. A={-1000,0,1000} -

e. A:{l}izz-olooc h. A:{Ss}zz_ °
c. ={jabl ko, hrugka,
orech} f. A:{SZ}S:O

Riegeni e.
a. Ohr ani=0,&=1@® , e. Ohr an i=I5850 =10
b. Ohran i | &nLG0V0Q k=100000 f.Ohrani | elm®B) zdol a,

c. NezoraditeOng8 mnogigahrani| enBO0Ozdol a,

d Ohr ani=0,&e11®, h. Ohrani | eke® zhor a,



Lekciali Mnogi ny

Pr2 kiIDA8) di supremum, maxi mumnmnpyAi nfi mum a m
. A={1,2,3,4,5,6} e. A:{i}ilflo a1a”
h. Azi—u
={- 11yi-
. A={-1000,0,1000} ¢ A=<l'5) 1
A=(-12) i A=(-13)
é10100
(] % 5 lgY 1y
.A={j abl ko, rmgi’kzla, j :?}H
orech} 1Yz

Ri egeni e.
inf A=1, min A=1, supA=6, maxA=6
inf A=-1000, min A=-100C, supA=1000, maxA=100C
inf A=-1, mi ni musopAnZx m&A=2
.NezoraditeOng§8 mnogina
inf A=1, min A=1, supA=100, maxA=100
inf A=1, min A=1, supA=5, maxi mum nem§
inf A=0,01, min A=0,01, supA=1, maxA=1
inf A=0, mi ni musopAnle MmexA=1
inf A=-1, mi ni musogpARE mgna xi mum nem§

Neohr ammnd @inga

15



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e
Lekcia2iT Ri egeni e rovnz2c

Nov® poj my

a. Ekvi valhertkv®val ent n® Ypravy
b. Osamostat Rovanie nezn8mej, diskriminant, K«

Riegenie rovn2c patr2 medzpom@ada |l ehchepc

ulebnlTch textov Ylee(gtig§teq gk apiztoolvagern&jlch. Hn
povedaS, e obrovsg@®olmngigist ve pradesbehvpr o
rovni cami, ktor® riegenie nemaj%. Je tu vgak
ktorTmi stoja riedgitmuCGmr® trioevgni wwwee d oQriod, - gg es
(dej e, procesy) riegeni e nemaj Y, I n® maj Y |
Znamen8 to, ge ak sme nagli riegenie pre dar

ge je probl ®m vyr i edtgpu fovnicePk [T entt or ir é @& i &a vV is ¢
dospi eS YWpravami, kt ore® ksva vdadleinga nf@a ekvi val e

Ekvivalent B® tprdawk®, ktor® neovplyvRuj ¥

medzi ne:
a pripol2tanie alebo od| 2tamice rovnak®ho | 2 s
b.n§sobenie alebo delenie oboch str8&n rovnak]

Neekvival enSw®t &iprt akyw,, pri ktorTch sa r

naopak vznikaj¥% nov®. Patria medzi ne:

a. umoc Rowamoe Rovani e

o

logaritmovanie
c. n8sobenie alebo8depeamenowboch s

Pozn8§MKRdy sa YWpowaweore2 oboch str8&8n rovnice. )
ibajednustranus T m, ¢ge druh§ zostane nezmenen§. TIm
PDprava jednej strany rovnice mus?2 @amaS prot.i

zmenila iba vizuglne, ale jej obsahov§8 str8n

Pozn8MNBaobenie alebo delenie oboch str §n
Yapr ava preto, l ebo prementedandusmpojbenveget ky

rovnice nulourovnicuzan| d elbheni e nul ou nem8 zmysel
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Met -dy riegenia rovn?2c

Met -d riegenia rovn2c je mnoho, pretog
vyznaluje osobitnim sptsobom riegeni a, pr?
ng§jsS aj spololn® kaoalhkyl ebe dolegrena ev e talcT
ekvivalent N&I| grpmauvye)xt eVsa obmedz2z2me na ri

typov rovn?2c.

Pozn8§Nkakedy nie je jasn®, |l o to vl as:
znames§utV¥|l nosti nememminetntS8e b ad eo pamost atni
ekvivalentn® Yiapravy, aby prHem&mn sz a@as n® a
strane. |Inak povedapnr®: KTt@derOG pnl8ats?S t ak ®

Kongtant n®@Yr dwnircoeM(xi=c.e Keglpge funkcia

svojom predpise premenn¥%, nie je lo riegiS¢
Line8rneS¥%ovoni ¢ fixXi—axeb,tay@u Treba teda

rovnicuax+b=0. Ro v ni c dvoahkrekgh: me v

1. Od obi dvoch bsatostghemeaxdih?2 t a me

2. Obe str ang{ad@starmmes(h-zgne
a

Kvadrati ck®Y% rtoov ni o (Xi=ea€ +bk#cp a, 0. Treba

t eda ri egiaS+bxro=0Oni cRIOvVNi cu ri egi me naj | a
di skriminantu. Di s kr i mijep predpis jg: B=bp-ockmocn§ v
. o _ o 2 _
Riegeniex#qu.
2a 2a
Pozn8mpaedpi su vidno, ge riegenmana m! gu

kl adnlT), midyvejmgES ojpemdndkoreR (keN je diskr

nemus2 existovaS vibec (keN je dbseskriminar

Pol ynomick® rovnice S¥Y ygtgd ehoov misdeau .
f(x)=ax" +bx"' +...+ x+cC, a, 0. Treba teda riegi ¢
ax" +bx"*+..+x+c=0. Rovnica sa Vvo vgeobecnosti r

riegenia je zn8my iba pre niektor® typy, r[

17



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Exponenci §ISW%e troovrno Vqmi=Me& +i, Wipg A, a, O.
Treba teda rM e+ F @ rRowmii ccw riegi me naj | ast

logaritmovania:

1. Od obi dvoch batostghemeMd E2bt a me
2. Zlogaritmujgne o be strany rovnice. MDosthnerme | ogar i
log,, M* =log,, (- b). Exponent sa teraz d§ zap?sa

axlog,, M =log,, (- b). K eldgg B =1, dostanemex=log,, (- b).
3.O0be stra n&adcpstarmrdae(bilmgg(- b).
a

Pozn8digmaedpi su vidno, ge r ilezg8epnoiren @)L, g ea | bey
riegenie nemus? eéklatda®aS vibec (keN je
LogaritmickS& rtoovni aefffx) =g, (ax)yp Mi A*,
a,0. Treba teddag,axeri0S KeN@é csme exponenci §l
riegil.i pomocou | ogaritmovani a, rovnicu | ogs
oper8ci e:

1. Od obi dvoch bsatostgnemelg],(ak)t-dme

2. Na obe strany rovni ce aplikujemMe expone

Mom@) —pm-2 pPrji takto vhodne zaxeMé&nom z8kl ade

3.0be stra naadqxstamardl&xlzil\m‘é.
a

Pozn §mdgaritmusz §por nl crhully? sreile aje definovanTl
rovni cu budeme riegi Spri2bpadpae igktaldn®, ok dlene
hOadg§me pxwvpr kpaade® zporn®, riegenie hOad§gme

Goni ometrick@® ¥ rotvani cretgpu n if @& sin(ax)+b,
f(x)=codax)+b, f(x)=tglax)+b, f(x)=cotdax)+b. Vget ky sa riegia p
postupom, preto rieg;ile(m()i+b=0ukﬁlgpmé!ga prdkl @dhe

ge t8to funkRost jp mpieedgomi &@ kife nasl edovnl :

1. Od obi dvoch batostgnemesirfak)z-tba me

2. Aplikujeme inver znY déstameineax=warcsift .da ar kuss?2ni
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3. Obe stran qadmstareen@alziameir(- b).
a

Pozn§ntkesb. gl T visledok je iba |iastoln!
cykl ometrick® funkcie s%b inverzn® Kku goni
na obe strany inverzn% oper8ci u, pretoge
obor . Stratil a bkgorseak tnnem spae rg ot LkwjseS .t ak
S2nus | ohib? jTeotroovnsia el egantne vylakii8gi na

sme zistilkiops2@esssipmprea i odadimé® &oangans

speri-dou 180A. PRrdesttedak BnEBm, wpgpdilot ubbh

uvedomij£360j)fe predstakojsénpsetiséqqusyl sal edok

akotangens je to, prirodzeng,+ 18 0 A) . Konel nl visledok

J °k360,ki Z, pr 2 pllode) mierej °k2p,ki Z (pre sds8B8HUR) a

J/ °k180,ki Z, pr 2 phiogejneerey ° kp, ki Z (pre tangens kotangens).
Pozn§mka. riegen2 goniometricklch rovn?

zadania nasl| edovne:u, kiokejpradissinii) A etgalS ooy nk

znie: AS2nus ak®ho uhla je A?A Podobne aj

Cyklometrick®Y rowni ¢ ev nfi(x=arcsifay) phy
f(x) =arccofax)+b, f(x)=arctajax)+b, f(x)=arccotglax)+b. Cy k|l omet r i ¢
rovnice sa riegia podobne ako rovnice gon
opalTrein.t oniker §te nejzn Samoeu duChgokla. Ak m8&me vyr
predpis jearcsin®) =/, tak ot 8zka jzimi koOKM®BZMmuBo didb rae
ostatn® <cyklometrick® funkcie. pProspage r

goniometrickich rovnzamsir(ax)ﬁb:eOtjex:rl'sird-gb)enie r
a
Podobne aj pre ostatn® cyklometrick® funkoc

Pozn § nkaak.me r vgdy je prehOadnejgie ri
jednot kovej krugnice. KeN sa na obr 8zok
visledok je jasnT.

Hyperbol i ck®S%rovoi ce.ovn if®esinhaxy+p,u
f(x) =cosHax)+b, f(x)=tghlax)+b, f(x)=cotgh(ax)+b. Ri egi S hypert

rovni ce nie Jje jednoduch®. Dtvodom | e t
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U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

zexponenci 8l nych funkci 2. Obyl ajne sa vgak
nerozdeOuje na ijSldmneotl!lli e®y .e xRioem@incsa prost]
visledok sa uv§dza pdmpbpepuhypeeboahegképupnkPobes

presne takf2paalko gwniometrickT ch rovn2c,

sinl“(ax)+b=0jex:1argsinh(-b). Podobne aj pre ostatn® hype
a

Hyperbol omet r iS¢k ® or onvav fifigsaegsinh(ay)p o,
f(x)=argcosHax)+b,  f(x)=argtgh(ax)+b,  f(x) =argcotgh(ax) +b. Riegi$
hyperbolometrick® rovnicjee ni@e, j@e jeryYypeoducl|h®:!
funkcie slypgzalroigtenmi®@ kzZl ch funkci 2 a odmocnz2n.

t ak, ge sa samotns§ funkci a neprepisuje p oI
invertovanz2zm, t eda visl edok sa dmegj8dza port
hyperbol ometrickej. Postupr 2rpaedijeeng@anijoemegirIra S

rovn2c, pr et oargsinhaxrbxo je x:rleinh(n b) cRodobne aj pre
a

ostatn® hyperbol ometrick® funkci e.
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Pr2kl ady

Pr2kiL¥gdri eg nasledovn® | ine8rne rovni ceEe
1 o ~
a. 6x-5== d. 2x+3-6x:l5x+3%-§8
3 ¢ 9+
b -g:G
3
C. 3=5-Z
X

Ri egeni e.
. Naj slobromk strang8m rodoatanmmﬁx:p%HBat;?Hl—;a:%?e 5 a
Predel mﬁnm)e:&:a%.

18 9

.Najsk?r obe str any dostanemedi (2-e)=18yZng&seako me 3
m2 nus vIoQZmem§drcé21>§¢18.ork§'tvaorka ug ni e

astadBom strang8m rovnice pI¥20.l 2taS dvojku.

. Nesmieme sa daS pomllineShowviamel e beknd Bma
riegenia v(iyxn8éob®)mea obe strwm.ny Negjoavdhn & e ¢
ohyperbol u, pretoge keN vyBd§&5xe d2 mel epnrye me
snezn8mou d§8me rdestanerae8xn x=2, ztohod R 2x =2 apo

predelen2 m2nus xdMoj kou je visledok
.Odstr8nenie z8tvoriek je (skorm§t vogrdkye p
trojkou:2x+3-6x:15x+6-§. Na jednu stranu (napr 2kl

v g e tnkeoz ns§ mo u  ( soapnad znriem nzen asmi edrrkuchr¥) sa r anu

prenes me vget ko o sotpaat| nn®@ m ( tzineagmi esn k o m) .
2x-6x-],5x+§:6-3. Na Oave,j strane vyberi eme
am8 me(2- 6-15+1/3)x=3. Vz8tvor ke F¥/6,doRopeyo t T m

) 3 18. o
redel 2 me obe Iedokjeaxry——r v ni ce. VI s
P J -31/6 31

21



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Pr2kilb¥drieg nasl edovn® kvadratick® rovnic
X* +3x=-2 c. X*+x=-1

- X? =1+ 2x

Ri egeni e.

. Rovnicu pr ep2xy+Brre2=0nar i € gppmoeou diskriminantu.

KeNge sakvjaeddm& i@ek¥% rovnicu, VO vgeobecnos
_-b°+b’*-4ac_-3°.9-412 -3°1 _-3+1_

X, = = = . Preto x = =-1 a

‘ 2a 2.1 2 2
-3-1

X, = 5 =-2

.Rovnicu prep%’§2xame=0nav yv&gob?2 meiceolb,e Is2tmany

dostaneme  x* +2x+1=0 a riegi me pomocou di sk
_ o 2 _ _ o Ia._ _ o

X, = b® \b"-4ac_-2°4-411_-2°0 )¢ riegenia s¥% ted

‘ 2a 21 2

teda je len jedno rixe<denie (dvojng8§sobnl kot

Rovnicu prepz2xexme=0 rani etgvi amme pomocou di skri

y =-bob-dac_-1°A-411 1030 ol o e 2
1,2 .
, 2a 2.1 2

pod odmocninou ale z8porn® |2slo nemtde by

Pr2kiB¥drieg nasledovn® mocninov® rovnice:
(x- 89)° +2=6

-2x3-2=14 d x®=x’

Ri egeni e.
.0d oboch str&n rovnice (x089)f 24tammeno@n? Messt an

x-89=%/4.Kobom strang8&§mvbpsi ¢ad?@#G®e 89 a
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b. Kobom stran8m rovnice prR’FEHBtapmed&2;2 ndeo st

2 _ 16 ; )

X 2:-8.Potomx:\-8:-2. Netreba sa Oakas, ge b

z8§porn® | 2sl o, odmocnina bola totig nep§

. Kobomstra8m rovnice pri/l Zt%ﬂogq:e&l Vyngdesbameme
N

strany rovnicex>**apr edel 2 me &;:xoﬁo sVankxwd®e/3j e

Ak je potrebn® |2slogakybbslhkime Ba kabke

vt akomto tvare. Vyn8sobili sme vgak nezn
stal o, keby bola n8hodou nx&0awyj.deDors&md ?
0%’(3)3:3.Nulavmenovatezlmiysredem§ preto giadne rieg
nezn8mou nestratil o.

.Obe strany r oxVadostaeemgx*le d PIreme | i | i sme VvV Qe
preto sa treba presvedli§S, . 0o Doy asld met ale

do zadaniax=0 avyj de0®r@®m |O0=fe Oav§ strana sa r

preto aj nul a je riegenzm. Rovnica m§ te
Pr2Kkih¥gdri egvn@serdonenci 8 ne rovnice:

. 39 -1=2 c. 5°Y +21=-19

-5e%=2-3 d. -3/°-3=-5

Ri egeni e.

. Kobom strangm rovni ce&®pr=B8] 2p aemeealBmeea 03 t a
e =1 Obe stany rovnice zI| ogar ¢ tadostagnenrae pr i
Ine*™*® =In1, l o je tie®™? S0t ®x9) cakme pred |l ogar

dostaneme2(x- 9)Ine=0, | o j e 2(-9i=6.t ®Rr eackenl 2 me obe

rovnice 2, dostanem&- 9=0,kobom str an§m Ipsrlield2o®a mee 9 a

. Rovnicu v rdéamemdene=-2+3=1apr ede |le&hel/55:
Obe strany rovnice zdadgtanemeinel§=imms). pri z

23



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

ix6 d§me pred | ogar-igtlnreals(lIS),do!sct apemeto ist®,

-)G(:In(1/5). Obe strany 464v il slne doybin§issh b 2 me

.0d oboch str&n rovni 8% =c4Dlazldgaitmejen2pri dost an
z8kl ade 5, llog.m"d=dog(-a0).Ox8d & me pred | ogari:t

adostanemeg(9x +1)log,5=log.(- 40), | o j e 9xel=log( @). Ok k 0

oboch str §n 9xoldg(240)amebel,strany rovnice pre
astIeet;%l{logg(-MO)-l). Ppravy boli ale aj tak zby
aj tak nem8 riegenie, keNge | ogaritmus z8p:«

.Kobom stran8m rovnice-38=Fa.2 tQbmee s3t,r acoss tkawn!
prehOadnost-l, vihgsd¥s=tBan&gmegar it muj eme pri
3, | 2 m dlogs3axlogme x/9 d § me pred dastgnemei t mu s a

;Iog33:I0932, |l o | e g:ologgiZSt@)bealsorany rovni ce V)
avl s| ed=3log,R.e

Pr2kib¥dri eg nasl edovn® goniometrick® rovn
2sin(j - 5)+2=3 c. - tar(j )+200=200

2 _
4

d. - cotg(/)+2./3=7./3/3

0,5cod2/ )- 0

Ri egeni e.

.O0d oboch str&n rovni2sim/ +6gdlap mende |22 mal ozt alnk
dostaneme sin(j +5)=05. VT s | ed ojk+5 =4resin0,5, | i ge

Jj =arcsin05-5. Kal kul al ka -5dA8=2wIAs | eAdkook u3dg0 Abol o p
goniometr c k ® funkci e s¥% pert bd Ipdstgp®priprapilr et o ns§s
opol ovicu pravdy. Korektn® riegenie sa dosi

Pomocou | ednotdkagvkeyj OkvwSudyraneqes ipe 15 0deni e | e
Po odl|l2taméme A2FMAsda Ani toto egte nie je ko
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peri-du 3vA0®A,edtkeudg ek mogn® pri daS36aDjA.0Oubc
Ppl nl v g+25d&360 pe=145 +k.360,ki Z.

.Kvili cwiokmt osapre kpad@e? maedusitw pnobom al e r
stran8m rovmﬁMedosﬂanne’m,bO%Stoe(@h)ecf, predel 2 me
2 Lo
am§meos(2/):7. Zv8§dza n8s pougi S inverzn¥ f
tvarZ:arccos%:’Z,!o s2ce jJje pravda, ale nie

dosi ahne ot8zkou: RR82 RPosmoak®ho edhbakope:

ad Og kK2y2 naosixvi d2 me, §e rpa/d ,gakonaj eholpéd. uhol
MedzistIe2je:%+2]kpaa2ye%?al-2kp,ki2. Toto platz p
2, preto egte obe strany pf'r:%&l&plame 2.
/':%O+kp,kl'z.

. Odobochsr §n rovnice od| 2tad/fe0 a2 9B §s dlpsmane

| 2m dosttafilethe I nverznou funkci ou dos
J =arctarD=0, al e ako obvykl e proi goni omet r |
Korektn®sai dgsniadne ot 8zkou: Tangens a |

jednot kovedOgkkryu gnviicee2 mes,i ¢ge L1Bé&HheniA@i j ¢ o
egte nie je koniec, pretogésitadkgens e ménc
pridaS aj OubovoDmA. pbplenl AvODskiSsEdaik joe:
J =180 +k.180,ki Z. Avgak tieto dva z8pisy pred
J =k180,ki Z.

.Kvili cviokmi os@r ¥kl ade nebud% poug2vaS s
str&n r ovn2/8 aostarthe dotg(n)e-/3/3avyn§soelb,? me2 m

dostaneme cotg(/ )=--/3/3. |l nver znou funkci ou dos
j:arccotg_;ﬁzzg, ale ako obvykle pri gonion
nestal 2. Kome ldtors® ahineg eniSeg k® u: - 8BPangens
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Pomocou | ednotdkOpgvkef/3rapsixkghidé emea ¢ge riegenie
j:?,akoajuhol/':z). Ani toto egtperentioegej ek ok mmigeem
periptddak/yTsl edku je mogn® priad8Belwfi ®ubovo

Pppl ni stjI:eggémkpaj/e%?+kp,kl'Z. Avgak tieto dva
predstavuj Y% tj0=2—§r+d<p,I®i,Z.preto stal ?

Prz kll&dyri eg nasl edovn® cyklometrick® rovn
2arcsir(x) +30 =210 c. 50 =10 - arctan(,01x)

20arcco§2x)+p=p/2- 3arcco§2x)  d. p=p- arccotg(4x)

Riegeni e.

.0d oboch str&n rovni czarcsi(d)EP8@ gpmee d20 A med @s t

am§ mearcsir(x)=90 . Aplikujeme inmégmenwilsuadaek u
X=sin90 =1. Rovnako vhodn8 e ot8zka: S2nus 9C
obg&8vaS Nalg2ch riegen2, pretoge cyklometri

.Kv?tlikussewomt o pr2klade nebud¥ ppenegemg aS st up
nha prav% straapal(siamoznandaewndd) mp Hav Y

(tieg s dogtamémearcpo§2a)+3arccof2x)=p/2-p. Na Oavej aj
pravej str aneaS3mrccdfadx)24p/Rl eRyedélP2me 23, dos
arcco§2x)=-p/46aapl i kuj eme i @v=ea{zaVdB).f WPrlkedied :2 me 2
avi sl edoOBcof-ep/46). Ak by bol o potrebn®, vyl 2sl]

.0d oboch strg§mmeo\Wm®iAie <d-wmktiand0obe, mee strany
vyn&§8so-bh2am& me 40 =arctan(,01x). Apl i kuj eme i nver zn
am§ m&0ix=tar(- 40). Obe strany rovnviicsel epdoé&dejle? me
x=100tar(- 40). Ak by bolyd 2mdtimebm@, kal kul al ke .
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d Na oboch spt sraonv8ncahk T me znami enkomMm8 mpr et o
O=-arccotg(4x), | aragatg(4x)=0. Apl i kuj eme im&me zn¥
4x=cotg(0). Obe strany reVel edodRbicetg@+® me 4 a

Pr2klre¥gdri eg nasledovn® hyperbolick® r oy
a. 2sinh(x/3) =5 d _2:_3+cotg2(x/5)
b. cosh@x)=2cosH2x)- 9

C L =6
" tanH6x)

Ri egeni e.
a. Naj sk?tr predel 2 me 0 b e dostaneme sinfh(x/3 =bM2n i c e d
Apl i kuj eme i nvdestaremex/ 3fargsink@2).u My n8sob?2 me
strany trojkou as T s | e o ©3&rgsinhé/?2).

Pozn§8§hwkaby sa niekto rozhodol pre inl

x/3 - x/3

2sinhx/3)=5prep2saS pomoc ﬁ—u—'28+p:5.n ebwd j8Hy nma vy

aostane e®- ¢ ¥® =5, Exponenci 8§l ne rovnice riegme

strany zlogaritmujeme ia 8 mleg(ex’B- e‘x’3):I095. TT m sme s alepajl e do s

ulilky, pretoge |l ogaritmus rozdielu (ako &
PozngMkal edok zap2sanl pomocou hyperbo
upravi S egte pomocou l ogar it

x:3argsinh6/2):3ln§5/2+ (5/2)2+1E.Vt akto zap2sanomevisl e
nil nezjednodugilo, tak |i onak je na vyl ?2

b. Od oboch str§nZCost(zx)mdosiaanemeal:d,sHQX)a-rﬁe | o j e 't
i st ®cosh@xx=m. Apl i kuj eme idostameme2xn=argcdosn k ci u
Predel ¥ie | & dxa@5argceso. Ak by Dbol o potrebne
kal kul al ke.
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c. Obe strany r ovanliée)epvegdélsdime m%,ztanﬂ(@x)st aneme

| i pe= argtanh; PredeV?Pmkee cBoz%aargith;. Ak by bolo

potrebn®, vyl 2slime na kal kul al ke. Vyn8sob

presvedli S, | o by sa stal o, keby bol a n8hc
. 3 .

x=0 av de 6. tanHO0)=0anulavmenovat el i nem8 zmyse
Y tanH0) o) Y

giadne riegenie sa pri vyn8soben2 nezn8mou

d Kobom stran8m rouiorzzta’anenetecot Z(X/,)ﬁltam{@'ngsabz me 2

am§ meotgh(x/5)=2. Apl i kuj eme idostaeemextb¥tathink ci u a

Obe strany vys§edbSkam.e5Ala by bolo potrebn®,
na kal kul al ke.

Pr2kiB¥dri eg nas/|l| edoivenk® hryopvenribcoe :o met r

a. 3argsinhGx- 1) =5 d 1=2- 10
' argcotgh(x/ 2)

b. O=argcosh@+ 2x)

10 N
argtanh@0x)

Riegeni e.
a. Predel 2me obe str anagsinhbxv D +5d3> aa@ikuemdost aneme

i nver zn% 5x Lsikh5i3) :Kobom ®mitrovaice §pii 2 t a me 1,

dostanemeésx=sinh(5/3)+1, pred el sme d@él(sinljm(SéSﬁl).

b. Rovno apl i kuj e me dostangned+z2r36osH0uln @& obach a

strg&n rovnice o0@4=22 ame el e [ dsuhsf x2alame

c. Od oboch str 8n rovnic#%#Liﬁt,am/eyng,someEan

argtanh@0x)

argtanh@BOx) a pr edel 2 mga:%)&argtanhegxpne Apli kuj eme i nverl
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funkciu, dostanerriéOx:tanh:, predela?  mel ed o(kslotante:.

Vyn8sobili sme vgak nezn8mou, preto sa t
n8hodou nul ov§. Doxawazvmejdte%d%&mdw:&adania
argtanhQ)
argtan{0)=0 a nua vme novateli nem§ zmysel, pret«
vyn8soben?2 nezn8mou nestratil o.
. _ 10
. Od oboch str8n rovni c-él=-od} 2t ame Kv!ldos
argcotgh(x/ 2)
- . 10
prehOadnost.i vVynl8anghmeme —obe=1lst¥an§sob?2 me
argcot gh(x/ 2)

obe stranyrovnice argcotgh(x/2) adostanemeargcotgh(x/2) =10. Aplikujeme
inverzn¥ funkxi2ecotghi®o s tvaymeSmeo v mé e Roka | €

x=2cotghl0. Ak by bol o potrebn®, vyl 2slime n

nezr§ mo u , preto sa treba presvedli$§, |l o b
Dosad? me teda do x=0 z aakgrnida ng§gm
1=2- 10 Z-E—Z-O:Z. dav8§ strana sa prave

argotgh(®) ~ ®
giadne riegenie sa pri vyn8soben2 nezn8m
Prkktd 19.Vyri eg nasl edovn® rovnice rovnice:
In*(x- 7)+5=20 ¢. 2flog,( - 1) +1=2

- sin®(17- x°)+1/16=1/32

Ri egeni e.

.0d oboch str&n odln?(k-a’)wd5 5 ,0d mocmSnme ma

In(x- 7)=-A5. Apl i kuj eme inverzn¥ f unnk&meu, t e
e =g | o0 je x-G=ed'SK®homkotran§m pril2tar
je x=e™+7.

.0d oboch str&n od|2tame -8l 6x°)ei1632,je 2/ :

kvili prehOadn-4samE mesiny(h §x8)e32me Odmoc n? me
adostaneme sin(l_- x5):i/1/32:1/i@:1/2. S2nus ak®ho uhl s
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Zjednotkovej krugni 8®+kB60sal150me&k360kieZz.s¥% t o uh
Riegeni a ped#r al dvick: 1 vx°>=30 +k.360 a

1 - x°=150 +k360,ki Z. Po odl|l 2tan2 1A vdn®dbolténzstr §
-1 m&xne-29 - k360 a x°=-149 - k.360,ki Z. +k360 a - k.360°
predstavugeode® $AdtReldpBdidavom al ebo z8&pornor
al e vgdy cel ®, preto r kv=kiB6de 29 pa ep2 ge me
x® =k.360 - 149 ki Z. Odmoc vy me e dooX=3k36@-29 a
x=2/k.360 - 149 ,ki Z. Netreba s aodOmkaS noge spsodaj z§

| 2sl a, odmocnina je totig nep8rna.

. 0d oboch str8n od%}logs(x%l-rﬂl)“ezl.l, Od ms ¢m&hmesgne a

IogB(x2-1)4:xf1=1. Apl i kujeme inverzn¥% m8m&ci u, t e
3onle-1f =gt |l o Pe (a<2b(1)4i:§.t Od mo crm&nmeé - 1a°4/3
(preto dva visledky, loebloan osd moacnrgirm ap rjid 2 p §

dostanemex® =1°43. Od mocm®mee=°-4°%43. ZzZdalo by sa, ¢
visledkye Hie je tak, pretoge pod p8rnou o

|l 2sl o, pretx=A+4BI sl edky s¥
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Lekcia 37 Funkcie a ich vlastnosti

Nov® poj my

a. Funkcia, rovnosS funkci?2,pagdiadl ffumklcad ie? ,

funkcia

b. Rast Yaca, kl esaj “camomet asndscfaynheikad . esalh
konvekaoBk&vna funkci a, perip@dinak § umkr k ai,

funkcia

c. lnverzn8 funkci a

Funkcia

Funkcia. NechMaNs ¥ | 2sel n® mnégtoy® Kabhd@mani
xiMprirad2 pr 8&waojgl dene pfruvnokkdsza . voin® gdefi n
obor funkcief (oznalf)e senN=ffM)rsaa vol § obor f hodn?t!

(oznalHf)) ¢ ®anal eni e f unfkM4i Bl. ako zobrazeni a

Pozng§mkdOa toho, ak®VMaNis pdga@al8me® maadien
Napr2fkd-adje postfulp-nds8, re8lna funkcia res¢
f:C- Aj e r e8Il napleknejprencennejpddabne.

Pozn§8 MNkkedysadefin2cie nerozumi e, |l o to
aobor hodinletktjog.Tc\w pr2padocht pm pdefpadeénins
oblasS viskytu funkcie pr edppresmsa funkcieKe N n i
Treba si uvedomi S, ¢ge definil|lnl obor je v
Obvykle je to mnogina prgep&de hodm&d myrc hl ¢
| 2slpa2pade | ogapodonoive k|l QWonr® pedkhdt t pe Dpo
m:tgéunkcie vyjsS.

RovnosS HRunkdef(®)iag(x)sa rovnaj&nviveddy,a ke
definovan® naMapej xiiMs:f(BEgdnogi ne

Pozn8nmkas ta® Zcah yrboyv.naj “a2ce sa funkcie sa
funkc i e, ktor® vyzeraj¥% podobne, ale jedna |

definovan® musia byS na tej I st ej mnogi ne.
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Graf funkcie. Gr af funkci e, deMji nopgamapginaa mngegt

usporiadamfh dvoj2c

Svl et ( r o z dNeahlje) funkciaffx)kdceif2i.novan8g Mna mnogi ne
funkciag(x)def i novan8Mmnal mho@ivah &t (rozdiel) je fu
mn o g MM, takto: (f ° g)x=f(x)° g(x).

S%| i n fNach Jedunktiaf(x) d e f i nov an 8 Mimdunkeiagxyj i n e
definovang8 Mna |lmmogislé n je funkd,A&AM,definovar
takto: (fg)x = f (x)g(x).

Podi el Nechnekiunkcigf(x)d ef i nov an 8§ Myradunkaag(x)y i n e
definovan§8 Manleh podielp @i feunkci a def iMégEMang na mr
takto: (f / g)x = f(x)/ g(x) tam, kdeg(x), 0.

Pozn8mkasta® a@uwhdgiby. sa | asto nevedia 7rozhc
(rozdi el S Yl in, podiel) funkedAotderf2 novagi
Vgdy je to na prieniku, pretoge pri tlchto o
Funguj e t o t ak, ge j edna funkci a svojim d

defini|n®ho oboru druhej funkci eanickPr i podi

azabw%da sa ngXx)por2pad, kedy

Zl ogen§ Zfl omgkemi8a(xhjuen ktca ka8 f unkci a, ktors8 je
funkcie, tedah(x) = f (x) Ag(x) = (f Ag)x= f(g(x)).

VI astnosti funkci ?
Rast “aca (k| es @hr.vdp &lgch jé tumkgad(X) d e (i novan8 na
mn o gM.Mkepre" x, %I Mt ak ®, x&r pp ae ?(x1)<fg(>g)( pr2padne
f(x)>f(x,)) ., funkcia sa vol§ rastwca (pr2padne k

Pozmk8 Ak sa pripustia aj neostr® nerovno s

(pr2padne nekl esaj Y%ca).

Monot - nnaObrunmdlaol(nT n8§zov pre rast Y%cu,

anekl esaj “acu funkciu je funkcia monot:- -nna.



Lekcia 3i Funkcie ach vlastnosti

y y y y
N f(x) \ /
X X X X
f(x)

Obr. 1. Monot  -nne funkci e. ZOava: Kl esaj aca funk
funkciaar ast aca funkci a.

Ohrani | en80brf 2).nAkkc ieaxi(st ujk pak® klteos ®o pl
f(x)<k (pr 2 piexbrkepre”"xi M, funkcia sa vol 8 ohrani

zdola). Ak je funkcia ohranilen8 zhora aj

y y y

e N2
~ T Ty

Obr.2. zOava: nZdoelna8 ofhurnak ci a, zhora ohranileng§ fu

Konv e xkno8n k&8 v n a Cbru 3).iNech g fufkciaf(x)d ef i novang§8 n
intervalel. Ak pre Ou bxwxp<xpzantetvalil pl d &y [x,gféx,)]o o d

l eg?2 pod Ysel kduf(x)ba)g;ifl)schunboidy je rTdzc

Ak | eg2 nad %sel kou, funkcia je rTdzo konk

\'\

]
]
X1 )'(2 X3 )I(1 )‘(2 )I(S
Obr.3. VOavo: RIdmeckanv¥pn8vbu RTdzo konk8&vna f

Pozn8nka.zauj 2 paw®,r afei vsa konvexng§ a
definuepr esne opraaltreemaakdk ev. T8t o nejednoznal nc
historicmlnmprvdtvoojsoi pri ria gemntPr e rparkeg mycskiTic

mysl2 pod konk&vnym a | o pod konvexnlm tvze

Pozn§8mka.prip¥“%jSame mognosS, gJge bod | e

funkcia je Alenii konvexn§8. Ak |l ed2 nad Yse
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Peri odi c k @br. f4uNe&hde funkcigf(x) def i novan8Mna mnogi
Nech pi A*. Akpre"xi M pl at B(x)=ffxe p), funkcia jepperiodic

sa vol 8 peri-da funkci e.

\

w W

Obr. 4. Peri odi cpke§r ifpudnokuc i a s

Pozng8@lafin2cie periodi pkejpéunkRmaeg wvaknae
3p. .. sY peri-dy. Dohoda je tak8, ¢ge pod per.

P8r na f @bn k)dNech jefunkcid(x)d ef i novan8MAlpremnogi ne
"xi M pl at ¥(x)=ff-ex)y, funkcia je p8&rna. Je to ted
symetricky®g podOa osi

Nep8r na ©OhumkNechae fupkcid(x)def i novan8§MmMla mnogi ne
pre"xiMpIatF(x):-@(e ) funkcia je nep8rna. Je to t

je symetrickg8 podOa stredu s¥%radnicovej] sY¥st

y

N
W/

U

Obr. 5. VOavo:vP§rna funkci a (symetrickg?s podOa osi
(symetrick8 podOa stredu).

Prost 8§ fObrnd. dNech je (funkciaf(x) def i novan8 Mna mnogi 1
Funkcia e "pgrxoisM;%, x,dk),pfxgd. Je to teda taks

ktor¥ OubovoOn§ opsouxpm&tane ovamdjeying rsaz.
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N
[

Obr.6. VOavo: Prost8 funkcia. Vpravo: Neprost§ f

l nverzn8 funkci a

I nverzn§Néu|n|k'péapr)ozsfix)§deffu'mkocviaan§M.na mn o

Funkcia f *(y)=x, defi novamiN§g§ si@a wnlo§iinmmkeirf.zn§ f unk

Pozn§ mikeiey=f(x)a f*(y)=xs % s¥merne zdrugen® p

y=X.
VK X
B8 2 YL 12
Obr. 7. Funkcia a k nej inver zny§&=Xs% symetrick® poo
Pozn §nlkas ta® Rrhiy byOadan2 inverznej funkc
mechanicky aev gi mn¥ si , ge f wnknciiea jnei emojgen ®y r op:
i nver zi i by nevznikla funkci a, na grafe b

Nal enji,ekk or Tch f unkcfiugnnk,ciak os 2maupsr,2 kploazdn §kme
arkus s2nus.fufrkxsne svnas® nkeE&xishk¢giea, npr
prost §. SkutolnosS je taksg, g ef ufnukncki i as 2anrt
definovanej na intervale(- p/2;p/2]. Presne takto sa top/r a X i rob?z. Ak
vytvori S i nvwvneprostegjfunkdi unkaj skkr okregeme def.

sa funkcia stala prostousag pot om vytvor2me funkciu inve
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U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Pr2kl ady

Pr2 k20akdt orn@asz edovnich predpisov predstavi
prost ®?

a. y=2x’-5 x| 1|2|-5715

b. f(x)=123 e.

c. g(y)=x*- x+sinx

1 /2 -5]7]15
-5/0/02 10| 1

Riegémnmin&kcie s¥% vgetky okrem pr2padu f, p
rizne hodnopgry2 pdPdteosa 8§ je v

Pr2klKdor ® funkcie sa rovnaj %?

a Y=2X°-5 xi A x| 1[2]-5]7]15
-5/0/02/10] 1

b. y=2X5- 5’ Xi 2

. 1[-5[2/15]7
c. Y=-9F2X xi A y -5/02/0] 1 10

4. Y=2X°-5 xi A&

Ri e g eFonkoe.vpr 2 padcdoclsaa rovnaj %, pretoge def
funkcia s% rovnak®. To, ge | leny s% prehod
vpr2paddchab taed rAEnNa) %,t emraetacjgedefini | nl
rovnakT .vpF@mplkdide hsae taed rovnaj ¥%.ysT%, ge | «
uvedarnr&@&nwm porad?, nem8 na funkciu vplyv.

Pr2kRzZdstite definilnl obor funkci 2.

a y=2x>-5 e. y=-/x*-4
b. f(x)=123 f.  f(x)=log(2x+3)
c. y=+/x+1 g. y=log-/x
d. y=\/x27+l h. y=./logx



Lekcia 3i Funkcie ach vlastnosti
Ri egeni e.
.Dosadi S je mogn®yFAkoMogkh® pietedky tie

vgetky res8lH(w=A.2sl a, preto

.Dosadi $§ je mogn® | okoOvek,PURFA v 1\sll seldeocko kt

i e jedi ntdhodmota 123, pretth(f) =123

. Pod odmocninou mtgu byS iba nezEPorne |

Zt oho vprI(y?:v<1;al°,). gNaopak, neexistuje | 2slo

visl edkoHrW,):'ép.r et o

.Pod odmocninou m:dgu byS iba nézz’f§2d30rn® I

Lenge to pQ(y)v:’édyZn@vatneexistuje | 2 sl o,
stIedkoHrW,):'ép.reto

.Pod odmocninou m!gu byS iba nézzﬁzpoorn® |
Zt oho Vy&JX‘IZID',\Dr&tOD(gE(_c;'2>(;<2;0). Znova neexistu
ktor® by nemohIoHtgy))?g.stledkom, preto

Logaritmus m§8 zmysel |l en pra&+30aziho® | 2 sl

vypITvQ(,f):(ﬁ%Q). Znova neex st uj e | 2sl o, ktor ® |
visledkdW)=hreto

.Logaritmus m8 zmysel l en pr@giol.atdhn® | 2 s |
vypIT\Péy),:Aé.e Znova neexistuje Iv2sslloedkktmr

preto 1(¥) =A

.Odmocnina m8 zmysel l en ©pre ng)‘%xéﬂorn@ |
Ztoho vy PATVE) geeN budeme dosdeddoidd eho
oboru, zist2me,® gl? salk®kopPve®& w1l gen al e
dosaden?2 nul yH@yjAd.e nul a, preto



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e
Pr2kBZadanTch funkci 2 vytvorte zlogen¥ fun

f(x):xz, g(x) =sinx

b, (X :2Iogx’ g(x) =5cosx

f(x)=xx,g(x)=tanx

q. f®=12 g(x) =5 - 6

e. TOI=X" 40x) =sinx, h(x) = /x
Riegeni e.
a. fAg=(sinx)’, gAf =sinx’
b. f Ag=_2log(5cosx), gAf =5coq2logx)
c. fAg=(tanx)®™, gAf =tanx*
d. fAg=12, gAf =5e**- 6
, g Af Ah:sin(\&)2 =sin/x
, hAg Af =1/sinx®

Pr2khedgdt vorte s¥| egqgdirelzdfiwednkcis®l i n a

e. fAgAh= (sin\&)z, f AhAg = (\m)z =sinx

g AhAf :sin(\?)zsin\x, hAf Ag=-/(sinx)* =|sinx

a. f(x)=x*xl A, g(x)=6,xi ( 1,10,
b. f(x)=sinx,xi A, g(x)=logx, xi (2)
c. f(x)=tanx®,xi A, g(x)=logx xI (- 1,0)
d. f(x)=-/x+6xi (- 51), g(x)=e*,xi (56)
Riegeni e.
a f+g=x*+6, f-g=x*-6, fg=6x?, f/g=x?/6. Vt Tchto ¢gtyroch p
D=(—];10>.Vpr2pga/die6/xzsa definilnTl obor nolws ? okl

pretofmenogatvel | nenD:(;(-é,'lO)a{O}é, preto tu



Lekcia 3i Funkcie ach vlastnosti

f +g=sinx+logx, f- g=sinx-logx, fg=sinxlogx, f/g=sinx/logx. V
tTchto ¢t yrD=cl). \pprr22ppgadicendx/sinxsa definil nl
okl iegti $odnetgpk Ajretooge tu funkcia s?2nu

D=12)-{p/2}.

. Nie je mogn® nil vytvori S, pretogfei npirlenl
obor(-10), al e funkcia logaritmus je definov
Nie je mogn® nil vytvori S, pretoge

visledng8 funkcia nie je nikde definovangt
Pr 2 kb.Kd ofrusn k ci a | ea kp/e rm8o dpieacrk & dau ?

y=2x+3 b. y=3x*-3

Ri egeni e.

. Ri egi me 2x#03=A(x+pu+3. Zt oho v p0,] teda afunkcia nie je
periodick§.

. Ri egi me 3¢ 83=6(k+cp)f +3. Zt oho v3IxpHpf vOaalepmus?2 by
kongtanta, nesmiTedmy S ufnkrcka@ai i e je peri o
Pr2k2bKdor &8 funkcia je p8rna?

f(x)=x2+8 b. f(x)=(x- 2)*+8

Ri egeni e.

. Ak m§ byS funkcia p&xnAfA-x, wdaset8a(- xfy8. pl a
Zt oho vx¥pit:Tviao je identita, preto funkci
. AK m§ byS funkci a p&r naf(x)=ffmx) s etéda b

(x-2)°+8=(- x-2)*+8.Zt oho vy2xtdxyal o nie je xnlat

preto fun&eia p8rna
Pr2k2r.kdor 8 funkcia je nep8rna?

f(x)=x° b. f(X)=x®+3
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Riegeni e.
a. Ak m§& byS funkcia ndE&rFf(a), tedauw’sel ’. by pl ati
Zt oho vy pt®Tviao je identita, preto funkcia |

b. Ak m§ byS funkci a nep8f(®a-f(-Xmueiz | o by

x3+3:-((-x)3+3). Zt oho v$pBTvho nie je pravda, pI

nep srejra

Pr2kBHNgjdi inverdam¥%Lm dnmukdkici §kn.

— w3
a y=x e. y=2411

X
b. y=x+10
f :i

c. y=1+log2x Y X800
d y=3-2

Ri egeni e.
a. x=3y. Tu by niekto mohol tvrdi$S, ¢ge je po

yi A}, aby pod odmocninou neboli z8porn® | 2s

sa jenderp88rou odBochE nuymol 2t aS aj pre z8po

pol2tale ju vedia vypol|l2taS, ale stargie k:
b. x=y-10
C. x:;loy‘l. Tu je zauj 2 mav®, ge definilnl obor
| 2sl a, ale@r diedrveri2mdj ofbounkcie je vgetky re§
d y+2=3%, potom Zlogaritmujeme obe strany  rovnice vygle
Iog(y+2)=log3xleog3, pretoleOQI(ygz). Tu je zauj2mav®, ge
0g
obor ptvodridegetfkuyn krceiSelf nrenill2nd | a,boal é nd/er zne |
re8lne | 2sla v2| gie ako 2.
e. x= 611. Tu je zauj2?2mav®, ge deAi{dfjdlenT obor
y_

definilniT obor A-fiderznej funkcie je
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Lekcia 41 Funkcie a ich grafy

Nov® poj my

a. El ement 8rna funkci e, kongtant a, l i ne8rna,
goni ometrick®, cyklhynedrhalkad®dme thryipeek @ ofl u rcka®i

El ement 8rne funkci e
BDvoRLzni autori chikpuezalehemeZa8ehemént §
budeme povagovaS tieto funkcie:
a. Kongtant a
b. Li ne8rna
c. Mocninovs§
d. Exponenci 81 na
e.Logaritmicks?8§
ff. Goni ometrick®
g Cykl ometrick®
h. Hyper bol i ck®
i. Hyperbol ometri ck®

Pozng8§mMkaektoriTch knih8ch sa p2gen,® ge | oga
povagovas$s Z a el ement 8§r nu, prextpo@e ncie§!| hej
Vpodobnom vzSahu s¥% ajcydkdmimeméaty mgikdbn® laf akh®ci
khyperbol ometrickIl m. Ni ekt or 2 autori dokonce
funkci 28 kslaa dvro® 8e |ze mevngteStrknye ffuunnkkatiiieeh astcdhiro® ng me
vytvori S pomocou oper 8ci 2 porhbcow skladanaz di el u,
funkci 2, sa volaj%h el ement8rne. Nebudem do

Zavediem ibarpej emn&céemenk8&m bude patri S uve

Kongtantn8 f unkQbi 8. Kokhan @tnda mt8a )f uhmkci a (ko
dang prexktpiidomle to tedar § akd rMam&rid.a, kt
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a8
E
4

2_

8 6 -4 2,0 2 4 B 8
e
-E

-5 -

Obr. 8. y=3.

Line8rna Obrud.kecin@8¢na funkci ay=pxeb,dang
abl A.abs¥% kongt anytwRujk¥# opkll eoivipflankci e. KI ad
bpos%va funkciu nahor (@paddbdlunkcPrer bt tho@

L2m je a Nalej od nuly, tTm je funkcia Arc
g g v 8y
£ £ 6 -
4 4 4 - 4 4
2 24 \*z-
- X - ® o-\.\%

8 6 4 240 2 4 6 8|86 4 2,0 4 6 8|86 42,0 2 468
-4 -4 -4

- ? -6 -

.g r-. -8 -

Obr.9. VO¥¥XK.Vstrede: y=2X- 5. Vpravo: y=-0,2x+ 2.

Mocni nov 8 ObrubOkacgOhr. 18). Mocni nov8 funkci a
predpisomy=ax’ +c. a,ci A, bi zC(01).a,b,cs % kongtanty, ktor G
polohu a v ar funkaNal ejL2md jaul vy, tTm je funk
zvisl om smerea Iue r®o mpatjd/ntryov n aka’ ea bls?zoglivat
znami enkom, vytvoria funkKiadm@omgd § e & ®® )y
funkciu nahor bzmadpwmlv)e.d §K @ rag §t ammsitr e kf oudkkoc i peo dat
kl adn®je8&rtme funkcia Apar abol dx @kodufikcia y p u,
Akubick®hofi typwjepte f8&8pach®@ @PdFEemeézEEwo®mae
nep8bhjne to funkcia Ahyperbol ov®hod typu.
kongth#@®mbiy0l)je to funkcia Aodmocninov®ho#f t
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50 ¥ 50 v 800 -,
il | 600 -
400 -
30 + 30 + 200 -
X
o8 i 2 46 8
10 - 0 -
X X
8 6-4-202 46 8| 86420246 8
Obr. 10. VvV Oy ¥ ¥°. V strede: y =0,5x". Vpravo: y=2x°.
800 -, Sy
600 - :'
400 - 3
200 -
X X X
% 6 45,0 2 46 8 12345 12345
-400 -
-600 -
-800 -
Obr.11.  V Oy ¥ X Vstrede: y=X". Vpravo: y=X>.
Yy iy 27y
: 31 1.5 -
4 2 1
1 1- 0.5-/
. = — | — . AE — —4
2 10 1 2|2 14 @ 1 2[4 05 0o 05 1
Obr. 12 VOy¥0,2x % Vstrede: y=X*. Vpravo: y=x%?

Obr. 13, y =x%°
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Lekcia4i Funkcie a ich grafy

Pozn8Mkaninov8 funkcia sa niekedy defir
ale defini|lnhbbbbarrkbpnygt amNi pikAd dnjekedyaj pr i p?
biA, ale potom je potrebn® si uvedomi S, ¢
funkcie je virazne zBvislT od hodnoty kong

Exponenci 81 na Obruldk @bral5)(Ex ponenci 8l na funkgc
predpisomy=ab*+c, acl A, bi A*. L2 aNgleej yod thwml je fun
Aroztiahnutej giaf v zwai sktoor & meaje¥% MDwen &k
hodnot u, ale 1 2gia sa znamienkoxn, KVvadn®r i
(z8pepn®yasava funkciu nabnodgoweadd askbnKe® ngma
funkcie. Prebi (01)j e funkci ab#it astal.ésaa, pre

121y 121y 129 v
10 10 10
8 1 8 1 3 1

6 - 6 - 6
4 4
& 24

Pl b gt || ] 3

6 4 -2 0 2 4 6 4 -2 0 2 4 6 |[6 -4 -2 0 2 4 B

Obr. 14 VvV Oy ¥ 0,5". Vstrede: y=0,8". Vpravo: y=15".

124 ¥

10

S

6 -

4 -

2

vy %
6 4 -'2 0 2 4 6

Obr. 15. y =3*.

Pozn8mlkgonenci 8l na funkcia sa niekedy

rovnakl, ale defhbnlivianTr *ozbnoyr. kNoi negldtdedaye ys a pr

potom je potrebn® si u v endj onmdnisoyej fgnkcie gee f i n i

virazne z8vislT bod hodnoty kongtanty
Pozn8mk@onenci 8| n@r 2fruondkec i @ praa xi naj | a

vtvare y=e*, kdee® 2,718281828890.. e t akzvan® Eul erovo | 2s

45



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Pozn8rmkp.onenfunkci@ 6 aa ok r e ny=e &ipkedy zvykne
0z n a$apyp=axpX).

LogaritmicBlg l6auddbk.dd.8o0o@gar i tnnkiccika8 jfeu i nver z
k exponenci 8§l nejy=aldgex+d,ariSA,pr&'dfili samam | e
Nalej od nuly, tTm je funkcia Ar@ztktadm@t ej g
maj Ya rovnak¥ agbwdlevtl*yilmo dmotzinami enkom, vyt

podOa okliadn®cp @s§pwa nf®)nkci u naboa K{aaldoad ) .
z8kl ad | obid0ljjtemuf.unPkrcei abt esa.éuaa, pr e

39 ¥ 3q¥ 39 ¥
2 2 2
1-\ 1 14
X
U 1 ] ] ] ><| 0 1 U 1 ] ] ] ><|
a1 4 5 6| 0 6[]|l ¢ A 2 2 a4 5 &
1 A - 1
2 2 2 4
3 3 3

Obr.16. VvV O¥¥leg,, X. Vstrede: y =log,, X. Vpravo: y =log, , X.

N

X

2
3
Obr. 17. y =log; X.
Pozn8mlogaritmick8rPumikkei aa spa awx i naj | ast e
vtvare y =log, Xx=In x, kde je Eulerovo | 2sl o. Tento | og

Vpr2pade, ge sylogxybsekzy t 1§ kel advua,r mys| 2 sa z8§8I
|l ogaritmus sa nazlva dekadickT.

Goni ometri cOb®18adhkIOi @oni ometri ck® funkci e
predpismi y=asin(bx)+c, y=acodbx)+c, y=atar(bx)+c, y=acotdbx)+c,
abcl A. L2aNajleedf nuly, tTm je funkcia Arozti ah
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Lekcia4i Funkcie a ich grafy

Yo rovnak

absol ¥t nu

hodnoty Aroztiahnutej gi afi.

¥

N\

2 5

\ o

¥

\ /.

15

=2 =32/2 2\t

T T
m‘2x¥|%

-2 -5aR = 4
-1 4

-15 <

LT | 2 2

2 J

-2x -3n2

N2 fx a2

Obr. 18.

V O ¥ X

. Vstrede: Y =COSX. Vpravo: Yy =tanx.

2
15
1
s

2

|\

¥

.

-2 =5 =

-1

-5
-2

% .J(f M

VY

Obr. 19.V O a vyo=cotgx. Vpravo: Y :LSSin(Zx).

Pozn8nMna.ho
tangens &k ot angens

krugnica, kt or ajnopg &klao nfenri ej § ej egdrdasn,jald n ®, a

a 1k m

umi estni

me

pomocou

textov o

podOal otno hmer ivame) .
do

t zv.

jednot kovej

trigonometri.i

pol i axtykQbr.26)Yar adni covej

h o

vV O "

def
k r

Nakres!| Jemelred) ednot

s ¥ist a\
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U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

o)
<

cotg)

cos]

tgl
sinJ

p

Obr.20.Jedot kov§ krugnicajavggeitometanick®ofunkcie pre
Ku krugnici zZ opvitbroadje? mel , Mdd wabdedi@dfudd ni c u
kl adn®ho x¢ym&klwawados®im smere (proti smeru hodin
uhol j , kt otd{bkoos2 nus, tangens, kot angens) chce
zrejm®, o ktor® dOgky sa jedn§, ale uveNme 't
S2nusjjeybv8 s¥radnica prieseln2ku sprievod

krugnicou.

Kos?2 nug jeuxtolvas sc/ad agni esel n?2ku sprievodi |

jednotkovou krugnicou.
Tangens uhlaj je y-ov 8§ sYr adni ca prieseln?2ku spri
dotyl nicou k jednot kove,j krugnici zostrojene

Kotangens uhlg je xxov 8 s¥r adnica pribteehlans2 ku spri

dotyl nicou k jednot kovej krugnici zostrojene
Pozn§8§mMkeaaz je tieg jasn®, o dKotangeBs. sa Vv z al
Vypl Tvicht deZf i n2cie pomdobul dbt®)n2c (tangent

Pozn8thkazauj2mav®figevh$ suamakcla deénus, r

tri neyj% mdvoden®. Vz S‘cashq/sin(%)%(),naavl%(d avn®:
COSX

cosx
sinx

cotgx =



Lekcia4i Funkcie a ich grafy

Cykl ometrichi® 2f agibrc P2 CYkl ometri ck® fun

i nver zn® k u

y=aarcco¢bx)+c, y=aarctarlbx)+c, y=aarccotdox)+c, a,b,ci A.

goniometrickTl ysaarcsi§+c, dan ®

L2an | e

Nal ej od fnwnkcgi a@a TAr g2ti ahnutej gi aai %t pv ®s |
maj Ya rovnak¥ absol tnu hodnotu, ale 1 29gia
podOa oksliadn ®cp(ozs§/pvoar ff@)nkci u nahor Wj@adol ) .
funkciaj dspiil eaoevodorovnom smere, pre nig¢
y \}‘ ¥
2 A 2 A
a2
3 2 | 1 2 3 -3 2 1 g 1 2 3 3 2 1 g 1 2 3
-2
Obr.21. VvV O ¥y warcsinx. V strede: Y =arccosx. Vpravo: Yy =arctanx.
*1¥ ¥
\m\w 2 A
s 2 a9 1 2 3lls e 4 1 2 3
-2 -2 A

Obr. 22 VvV O ¥ ¥ arccotgx. Vpravo: y :lSarcsir(O,Sx).

Hyperbol i clom 28agokrc2deHy(per bol i ck® funkci
predpismi y =asinh(bx) + c, y =acosHbx) +c, y=atanHbx)+c,
y=acotghbx)+c, ab,ci A. L2 ma Neel ej od nuly, t T m
Aroztiahnutej giafn v zwai sktoor & meaje¥% MDoen akk

hodnot u,
(z8pocrm®y %av a

Aspul enejgi ah

zaeami ehk®Poxpo KDattwdrn i
( nka )@ ounkcia

pre ni ¢

ale | 2gia sa

funkci u nahor Pr e

vodorovnom smer e,

vV O
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U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

I'I'I'I'Q'.'I'I'I'I'I Baaed B2 SrnlaTy - L
08 € 42 9 2 ¢ 6 35 W||3 2 [ 1 2 3
-4 gl
%
%
_10: -3

2

Obr.23. VvV Oy ¥sinhx. Vstrede: y =coshx. Vpravo: y =tanhx.

4
3
2 ]
1
Py

& ]

-

Obr. 24. VvV O ¥ ¥ ootghx. Vpravo: y :lSSink(O,Sx).

Pozn8mkHy.perbol i ck® fakiktco len o sg ¥ Wombin

exponenci 8§l nych. VzSaMasIen@diWﬁ@e:—_zlﬁSFmi S Yy
coshx:e Te , tanhx = sinhx acotghx:C9ShX.
coshx sinhx

Hyper bol omet rGbrc25® @bru26)kHyperbolofnet i c k ® f unkci e
S Ya invehyme bokl i ckT m. SYa y:charcs®|(bx)+m:,r edpi s mi

y:aarccoslfbx)+c, y:aarctantﬁbx)+c, y:aarccotgr(bx)+c, abciA. L2m je

~

aNal e] od nuly, tTm je funkcaeia DAreo aktoinaght nauntt ey
ktor® maj ¥ rovnak% absol Yt nu hodnot u, al e

symetrick® pKoldaQlan @rg(i@wsspwa nf®ynkci u nahor (nad
kongtbajng yf unkcia Aspulenejgiafi vodnotyodor ovno
Aroztiahnutejgiaf.



Lekcia4i Funkcie a ich grafy

10 A § §
1y ¥
8 5
5 4 4
3
4 2 | 2
2 4
X X 1. X
a a a
- LS . e - 0 P P L T —r v 1 r1 L2 I o i ot B LN I e e |
-10 <2 f 2 ¢« 6 3 10 £ -+ 2 i 2 ‘ [ 6-5-(-3-2_!i123‘56
] 2 -2
-4 -
=3
3 -4 -4
£ -5
-1 = -

Obr. 25. Vv Oy warcsinhx. V strede: y =arccoshx. Vpravo: y =arctanhx.

Obr. 26. y =1,5arcsinhx.

Hyperbolometrick@Préph&kabeaj epmomgao®u | o
vgak pokrolilejgia t ®ma . Z8uj emcovi a
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/func_b12.html. Parametre
| i kongtanty pri funkci8ch, lWtaar,® sgtmanop6
polohunaosy. M! ge al e nastaS aj pr 2 pagdmentgyje Vv o C

funkcie, teday=f(x) sa mepg2f(xad). Tento voOnlT par amet
pol ohu | i p o sxuTwar funkaielsa | e pemen? .
Pozn§Mkaba si uvedomi S a f@xptzmamems§na

posun funkcie po osiocjednotiek nahoraf(x)-cznameng8 posumnyofunkci
c jednotiek nadol. Naprotitomdi(x- d) znamen8 posumnxodjednokeki e po

dopravaaf(x+d)znamen&8§ posumxodjuendknco tei epko doosOa v a .
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U ebn® maetxetnya tzi ky

qg.

IT.

SS.

tt.

Pr2 ko.Bld] rtni

4arctank+2) +6
2(x-2)°+6

- 3sinh@- 5x) - 6
2x°- 6

- (x- 120

OJarccotgB- 2x) +1

1
X+ 2

-3

0,5cotg05x+2) +3

- Btan(- 2x)- 1
205" -1
- Bbarctang- x)- 1

1009 +2

0,5arccos(,25x - 2) +10

3arccotgk +11) +1,2

0,5x%%- 2

2sinh@x+3) +4

n.

aa.

bb.

uu.

VV.

WW.

XX.

pre 1.

Pr2kl ady

gr af
6coshbx+2) - 8
773 -5
- 2cosh€2- x)+2
2log,s(x+1) +1
2,2cosk-1)-1
X?+x- 2
2arcsin@- 3x)- 5

2,2cotgh@- 3x) - 2

- 5log,,(x+5)+6
sinx+2)-1
1ltanh@x+1)- 1
2x>7 -1

- 2sin@- 3x)+3
2(x+1)*- 2

- 12tanh{,1x- 2) +7

-2
3arcsinhk +2) + 2
x? - 2x- 15

- 3arcsinh@- 5x) - 6

rol nz2k

nasl edovnTch

geol - gi e

cc. - 7117 -11

dd. - 10cos6 - 2x) - 200

ee.- X1+2

ff. - 2arctanh{0,2x+12) +1

gg. - 2log,(5x- 2)- 1
hh. 0,5cotgh(x +3) + 2
ii. 4tank+1) +2

Jjo - 2x+3

kk. arccotghk +3) - 1

Il. 6cotgll- 3x)- 5

mm. - (x+2)"-3
nn. arcsin@x- 1) +1
00. 0,5log,(2x- 5) +3

pp. - 3arccosQ,2x- 3) +3

yy. - (x+2)° +2

zz. - arccosh{1- x)- 1

aaa. - 3In2x+1

bbb. 2(x- 2)* +10

funkci 2:
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ccc. bHarccoshBx- 1) +5

ddd. 50x-1

eee. 158arctanhPx+2)+3

fff. - x> +4x- 3

ggg. - 2arccotghBx-1)- 2

53



U ebn® maetxetnyatzi ky pre 1. roln2k geol -gi e

Rieg&aigdl pr2klad je vyobrazenl ako graf.
funkci e. Funkci ei stV# plosdimaittn®; rhdodd@aovtan ,0 per i
ni ekoOkokr &8t mengia, f podéboe. a je zrkadlovo zo

i qY 12 ';. 20577 ¥ = 7
e o —— . E 4
1c 3 4 0 - a A
ic J+
- ¢ t t
T L r g — T T T
g a2 _a-:_:‘_ p 3 12 18 1 : -1 g 1 2 S -+ 2
| e B | -0 A bt
R
“c A s 4 I [ ] ]
T -4 J - - - -

Obr. 27. Ri egenie pdr.2 k izZdddaratank+2)+6; 2(x- 2)° +6;
- 3sinh@- 5x) - 6; 2x° - 6.

ES

2 - - ¥ -
¥y 2 _— 5 ¥

1 4 J

] : ] .
o T T T 1 | — T 1 A 1

3 L T 3 4 \lh- i B L
-1 - 4+ <

| \ | z t =Sx =2 Fa b - T 3 |
ks PR 4612 8 -+ 0 ¢ 2 12 % S

Obr. 28 Riegenie-hpr 2z aa(ﬂau:lO)o’elz; OlarccotgB- 2x) +1;
1
X+2

- 3; 0,5cotg0,5x+2) + 3.

£ I I

| ELEY ELEY By | | EaR] BLE R |
1

" K2 2w ) 2 2 15
2 - 4

—

Obr. 29 Riegenie - pr2 RlOadatanl-i2x)-1;, 205°-1;
- Sarctang- X) - 1; 10.0,9% +2.




Obr.

30.
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Ri egeni e prp .kl adwa 05arccos),25x- 2) +10;

6coshbx+2)- 8; 7/ - 5; - 2cosh(2- x) +2

a1, % . ;
] 12 ] e L
I . : -1l
t 1 PRETERe
: e ¢
2 6 10 1 1 t [|2er A
I T \/' T 1 \ |
3 .a < -4 - [ ‘ 3
Obr. 31 Riegenie -t pr2z0atp:(x4l)+1, 22cosk-1)- 1;

X? 4+ x- 2; 2arcsin@- 3x)- 5

n A 16 T
5 ‘J g ""H_
2 -1 0 1 2 3||-8 B g 3 16
g h 4
10 -1
Obr. 32 Ri egeni ex.prz0d22eaigh@-u3x)- 2; - 5log,,(X+5) +6;

sin(x+2)- 1; 11ltanh@x+1) - 1

Obr. 33

Obr.

34.

Ri

iegepm 2-b add@val; - 2sin@- 3x)+3; 2(X+1)'1 2.

Riegenie- pr2kladdladd; - 10cospb- 2x)- 200;

- X't +2; - 2arctanh{0,2x +12) +1.
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