VYSOKOSKOLSKE SKRIPTA

UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
Prirodovedecka fakulta

Katedra inzinierskej geologie, hydrogeoldgie a aplikovanej geofyziky

Roland KARCOL

VYBRANE SPECIALNE FUNKCIE V APLIKOVANEJ
GEOFYZIKE 2

2021
UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE



© RNDr. Roland Karcol, PhD.

Univerzita Komenského v Bratislave, Prirodovedecka fakulta, Geologicka sekcia, Katedra
inzinierskej geologie, hydrogeoldgie a aplikovanej geofyziky

2021

Recenzent

prof. RNDr. Roman Pasteka, PhD.

Za odbornu stranku vysokoskolskych skript zodpoveda autor.
Vyslo ako elektronické publikacia.

Rozsah 90 stran, 4,68 AH, vydanie prvé.

Univerzita Komenského v Bratislave

©00]

Dielo je vydané pod medzinarodnou licenciou Creative Commons CC BY-SA 4.0 (vyzaduje
sa: povinnost uvadzat pdvodného autora diela; povinnost odvodené dielo zdielat’ pod
rovnakou licenciou ako pévodné dielo). Viac informacii o licencii a pouziti diela:
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

Dostupné na: http://www.kaeg.sk/zamestnanci/roland-karcol/

ISBN 978-80-223-5298-7



Predkladané vysokoskolské skripta st ur€ené pre Studentov magisterského a doktorandského
Stidia Studijného odboru Vedy o Zemi v Studijnom programe Aplikovana a environmentalna

geofyzika na Prirodovedeckej fakulte Univerzity Komenského v Bratislave.



Obsah

PrEdROVOT ...ttt ettt et st e b e st nbe e st e naee e 6
L. STETICKE fUNKCIC. ...eiiiiieeeeeee ettt ettt 7
1.1 Legendreove POLYNOMY .....ccciiiiiiiiiiieiie ettt ettt ettt et et e e e taesebeeseesnseenes 7
1.2 Ortogonalnost’ Legendreovych polyndmov ...........ccoecieeiieniiiiiieniienieciiecee e 8
1.3 Legendreove polyndmy roznych radov.........cccoevuiiriiiiiiiiiiiiiecieeiee e 11
1.4 Hodnoty Legendreovych polyndmov pri argumentoch rovnych +1 a-1.......ccccueeeee. 12
1.5 Rekurentny vzt'ah pre Legendreove polynomy.........cccoecveviieiiienieeiiienieeieeniie e 13
1.6 Rozvoj funkcie 1/R do radu Legendreovych polyndmov ..........cccceeecvvveviieeniieecieeenee, 14
1.7 Vyraz pre derivaciu Legendreovho polyndmu...........cccceeeiieiiiiiiiiiciieee e 17
1.8 Vyjadrenie Legendreovho polynomu uréitym integralom...........ccceevcveeerveeenieeeenveennee. 18
1.9 Diferencialna rovnica pre Legendreove polynomy ........ccccceeeveveeciienciieeeieeeeiee e 20
1.10 Pridruzené Legendreove funkCie..........cccviieiiieeiiiieieeceece e 22
1.11 Objemové a povrchove sférické funkci€........oeevveeeciieeiiieeiieeeeee e, 27
1.12 Integralne vztahy pre sférické funkcie.........ccceevvviieiiieeiiiieiieceece e 30
1.13 Rozvinutie do radu sférickych funkcii ...........coceeviiiiiiiiiiiiii e 32
2. Priklady na sférické fUnKCI.........cccueeviiiiiiieiiiiiieeec s 36
2.1 Vodiva gula v poli jednosmerného pradu...........cccocceeeiieniiiiiiniieiieiecieee e 36
2.2 Vodiva gula v poli bodového zdroja pridu ..........oeceeeiieiiiiiiieniiiieieeeee e 41
2.3 Gaussova tedria zemskEého MagNetiZMU ..........cccveviieiiiiniiiiienie ettt 56
2.5 Potencidl objemovo rozdelenych hmot ............coocieiiiiiiiiiiiiii e 59
3. Lameého fUNKCIC. ...co.eiiiiiiie ettt et 62
3.1 ENPHICKE SUTAANICE ..cueveieiiieeiiie ettt ettt st e e sntee e saeeeeaeeennnee s 62
3.2 Laplaceova rovnica v ortogonalnych stradniciach .........c.cccecoveevciieeciieincieecee e, 66
3.3 LameEova fUNKCIA ....coouiiiiiiiiiiieee ettt 68
3.4 RieSenia LamEOVEe] TOVIICE ......eeevuvieeiurieeiiieeiieeeieeeeteeesiteeessveeensseeesaeeessaeesseeessseeensseens 72

3.5 Ortogonalnost’ Lameého fUnKCii.........cceeiveuiiiiiiiiiiie e 75



3.6 Rozvoj do radu Lameého funkeii.........cccveeviiiiiiiiiieiiiieeiieeceee e

3.7 Lamého funkcia druh€ho druhitl c...oooooeeeieieeeeeeeeeeeeee e,

4. Priklady na Lameého fUnKCIE .........cccueeiieiiiiiiieiiieiee ettt

4.1 Magnetizacia homogénneho elipsoidu v homogénnom magnetickom poli...................

4.2 Urcenie kapacity elipSOidUu.......c.cecuieriiiiiiiiiiieiieie ettt e

Literatira



Predhovor

Druhy diel skript zameranych na Specidlne funkcie je venovany sférickym a eliptickym
funkciam. S Legendreovymi polynémami sme sa uz stretli na Matematickych zakladoch
geofyzikalnych metdd v letnom semestri treticho ro¢nika. Predkladané uc¢ebné texty tato tému
rozvijaju. Tiez su predstavené Lamého funkcie, ktorymi sa zaoberame na Vybranych kapitolach
z matematickej fyziky v zimnom semestri prvého ro¢nika magisterského Stadia na nasej
katedre. Autor bude vd’acny za upresiiujiice poznamky, upozornenia na chyby ¢i nepresnosti

v predkladanom texte.



1. Sférické funkcie

Pri rieSeni mnohych uloh spétych srieSenim Laplaceovej rovnice sa stretdvame
s osobitou triedou funkcii nazyvanych sférickymi. Medzi najjednoduchsie funkcie z tejto
skupiny patria tzv. Legendreove polyndmy, pouzivané v rade uloh aplikovanej geofyziky najma
multipolovy rozvoj v elektrostatike alebo pri aproximaécii gravitatného a magnetického pola
Zeme. Preto $tadium tejto triedy funkcii zaéneme prave tymito polynémami, s ktorymi sme sa
uz stretli na Teoretickych zakladoch geofyzikalnych metéd 2 v letnom semestri treticho

ro¢nika.

1.1 Legendreove polynomy

Legendreovym polynémom budeme rozumiet’ funkciu:

1 d" (x2 —l)n
£ (x) - 2"n.’. dx"

: (1.1.1)

kde n je rdd Legendreovho polynomu a ne N+ {0} . Posledny vyraz uz pozname — ide
o Rodriquesov vzorec.
Urcenie Legendreovho polynému teda vyzaduje n nasobné derivovanie vyrazu (xz — l)n
a teda pri najvyssej mocnine premennej x bude po derivovani stat’ ¢iselny koeficient tvaru:
2n(2n-1)(2n-2)...(n+1).
Ostava teda eSte vynasobit' tento koeficient vyrazom ﬁ podla (1.1.1) anakoniec

dostaneme:

2n(2n —1)(2}1 —2)...(n +1)
2"n! '
Citatel' a menovatel’ posledného vyrazu eite vynasobime &lenom n! a koneéne pre &iselny

koeficient pri najvyssej mocnine dostaneme:

2n(2n—1)(2n—2)...(n+1)n(n—1)...-2-1: (2n)! . (1.12)
2" (n1)’ 2" (n!Y’




1.2 Ortogonalnost’ Legendreovych polynomov

Funkcie ¢, (x),9,(x).....9,(x) oznatujeme ako ortogonalny systém funkcii premenne;

x ak na intervale (a,b) plati:

b

I(ﬁm (x)@,(x)dx=0,pri m=n.

a

O Legendreovych polynémoch potom hovorime, Ze su ortogonalne na intervale (-1,1), t.j. Ze

plati rovnica:

jP xX)dx=0,pri m#n. (1.2.1)

Pri dokaze vyjdeme z rovnice (1.1.1), z ktorej je jasné, ze Legendreov polyndém je stupna n
a preto derivovanie (n + 1) krat (alebo viacej) vedie k nule. Polozme teda vo vyraze (1.2.1)

n>m:

P d" x —l)n

j —J ix.

IP dx—

Pravu Cast’ integrujeme per partes a dostaneme:

2.7 ()= Pt ) -idpm(x).d"'l(f”)"dx

2"n! dx"! dx dx"™!

-1
Pretoze funkcia (x2 —l)n ma n nasobné korene v bodoch —1 a +1, tak derivacia rddu (n — 1)

ma tie isté korene. Preto pri dosadeni hranic v prvom ¢lene v hranatych zatvorkach dostaneme

nulu:

1 1 1de d"! xz_l”
.[Pm(x)I)n(x)dx:_znn/ I dx(X) cE’x”_l ) dx |.

DalSia integrécia per partes vzhl'adom na korene, ktoré sme prave pouzili, nam da:

ij(X)P (x)dx =— jdsz(x).d“(xzq)” dx |.

" 2"n! dx? dx"?

-1

Opakovanim tejto operacie dostaneme konecne:

m+1 m+ n—m-1 2
e
A |



V tomto vyraze je pod integralom derivaciaradu (m+ 1)z P, (x) , a teda, podl'a predpokladov

zo zaciatku je rovna nule a preto:
j P,(x)P,(x)dx =0,

¢o bolo treba dokazat’.

Analogicky mozno dokazat’ i platnost’ tvrdenia:
j f(x)P,(x)dx=0,

kde f(x) je 'ubovolny polynom stupiia mensieho ako n.

Skumajme teraz situdciu, ked’ v rovnici (1.2.1) polozime m = n . Ukdzeme, Ze:

[~ (x)] dx= 2n2+1 (1.2.2)

Podobne, ako sme urobili v odvodeni vlastnosti ortogonalnosti, prevedieme integraciu per

partes:

I[P ] dx = n!j.l};(x)de:

-1

Tak, ako v predchadzajacom pripade, prvy Clen v oblej zatvorke je rovny nule a preto:

ll[[P,, (x):lz dx:_znln!:i«ldpn (x) d”—l(xz —l)n N

dx dx"™!
Integrujeme d’alej per partes s predpokladom, ze -1 a1 st koreiimi funkcie (x2 —l)n ajej

derivacii radov n — 1 a niz8ich, a po n — 1 operaciach dostaneme:
1
n-2 dlx>=1)" 1 gl d(x*-1)"
I (R ()] de=o || (-1 AQK Sy B )

2"n! dx"? dx

-1

alebo:

rioa G A

-1

Nakoniec posledna integracia per partes da:



_jl[P"(x)]z -G ﬂdﬂla(x)(xz—l)n} [y LB g |

2"n! dx"!

_ﬂj( 2_1)” ann(x)dx

C 2'nl b

) _ ., d"P(x )
Pod integralom sa nachadzajuci nésobitel % moze byt vycisleny osobitne. Skutocne,
X

tato derivacia moze byt napisana nasledovne (pomocou (1.1.1)):
1 d” (x2 - 1)
2"n!  dx™ '
Vysledkom nezavislého derivovania radu 2n takéhoto mnohoclena je:

2n(2n—1)(2n—2)...2-1 :(Zn)/

Preto:

[0 ety S (1) = S ) e

2% (n! o (n.’)2 °

Aby sme vyriesili posledny integral, dosadime x = sin$ a dostaneme tvar:

jl(l—xz)n dx =

3
cos®™ 9d9 = 2_[ cos*" 9d 8.
0

—o N

NI

Pouzijeme vyraz

m—1

J-cos'” 9ds :icosm_l 9 sin$+

J.cos’"_2 4d9,
m m

a dostaneme:

2{ cos*™" 9d 9=

I:COSzn 9 sin 9]0% + 2n jcosz”_l 9d9,
0

2n+1

O 0 [N

2n+1

alebo po dosadeni hranic:

cos* 9d9 =2 2n
2n+1

3
2 J.cosz"’1 9d39.
0

O Lm0 [ N

Po n ndsobnom pouziti tohto vzorca prideme k rovnici:

2n(2n-2)...-2
(2n+1)(2n—1)...-3

2n(2n-2)...-2

1 9d9=2 .
o (2n+1)(2n-1)...-3

2

5
Icos9d19:2
0

o!—‘N‘N

Takto mame:
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h 2, (2n).’ 2n(2n—2)...-2
II[P"(X)] dx_zz"(n/)z'2(2n+1)(2n—1)...-3'

Vynasobenim Citatel'a a menovatel'a posledného zlomku

2n(2n-2)...-2=2"n(n-1)...-1=2(2n)! dostaneme:

0 2 2(2n)!-2"n!-2"n! 2(2n)!

J'[Pn(x)] dx = — . ( ) — ( ) -
5 2 (n!) (2n+1)2n(2n-1)...-3:2:1 (2n+1).

alebo po vykrateni:

2
2n+1"

H%(x)f dr=

1.3 Legendreove polynomy réoznych radov

vyrazom

Dosadenim réznych hodnét parametra n» do (1.1.1) a po vykonani prislusnych derivacii

ziskame Legendreove polynémy réznych radov:

B (x)=1

v
—_
=
~
Il

(3x*-1)

(5x3 —3x)

B (x)

B(x)=

R|—= = N|—= =

P,(x)==(35x" -30x" +3)

P, (x)
P, (x)
- P, (%)
Py (x)
P, (x)

-1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 1: Legendreove polynomy rdéznych radov.
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1.4 Hodnoty Legendreovych polynémov pri argumentoch rovnych +1 a -1

Z Obr. 1 vidime, Ze zobrazené polyndmy ,,zacinaji‘ v hodnote —1 alebo +1 a ,,kon¢ia*
v hodnote +1. Dokazme, ze ide o univerzalnu vlastnost’.
Ked’ vo vzorci pre n-ti derivaciu su¢inu dvoch funkeii:

n n e nin-1 n— .
(o)™ =y L0 (n=1) oo, 0
1/ 2!
dosadime za u =(x—1)" a v=(x+1)" a dosadime to do vyrazu na vypocet Legendreovho

polynému stupiia n, dostaneme.

(¢ -1) d[(x-1) (x+1) ]

dx" dx"
d"(x-1) . nrd " (x-1) .
:%'(X'Fl) +U%'(X+l) 1'|'
nz(n—l)2 d"? (x—l)n 2 (n.’)2 "
= o (x+1)" e - (x-1)".

Ked’ uvazime, ze:

%}1—1)’1:11(11—1)(;1—2)---2-1,
%ﬁ?l)n-(x+l)" =n(n-1)(n-2)---2-(x-1),
%ﬁ:l)n-(x+l)" =n(n—1)(n—2)---3-(x—1)2,
%.(,ﬁ.l)":n(n—1)(n—2)---(k+1)-(x—l)k,

modzeme poslednu rovnicu prepisat’ do tvaru:

d’ n i n(n—l)...Zn2 el
(1) = 1)+ L () (1)
NG 1)"'2%/” =) e 1) e (1)
Vynasobime vSetky c¢leny rovnice Y a polozime x=1, zistime, Ze vSetky ¢leny pravej
n!

strany, okrem prvého, stavaji sa nulovymi, a dostaneme.

1 od" ni2"
)| =p(1)=22 oy,
{Z”n!dx”(x )} (=2

x=1

12



Analogicky, ked’ polozime x = -1, zistime, Ze takto sa stavaju nulovymi vsetky ¢leny okrem

posledného, a dostaneme:

2"n! dx" 2"n!

x==1

Tymto su najdené Legendreove polyndmy pre argument rovny +1 a —1.

1.5 Rekurentny vzt’ah pre Legendreove polynomy

Dany polyndm mocniny n vzhladom k premennej x moze byt zndzorneny vo forme

linedrnej funkcie Legendreovho polynému radu nie vyssieho ako n. Preto vyjadrit’ v tvare:
xP, (x)=C,P,, (x)+CP,(x)+C,P,_ (x)+CsP, (x)+---, (1.5.1)
kde C; st konstantné koeficienty. Ich ur¢enie zacneme koeficientom C3. Obe strany rovnice

(1.5.1) vynasobime ¢lenom P,_, (x) a integrujeme v hraniciach od —1 do +1:

1 1

.[ xP,(x)P,_,(x)dx= I P, ()C)[C'OPH+1 (x)+CP (x)+C,P_ (x)+CP_,(x)+- ] dx. (1.5.2)
-1 -1

S vyuzitim vlastnosti ortogonalnosti je 'ava strana poslednej rovnice rovna nule a sicasne st
nulové vSetky integraly na pravej strane kde sa vyskytuje sucin Legendreovych polyndmov

roznych radov, t.j. vSetky, okrem sic¢inu stojaceho pri koeficiente C3, kde sa vyskytuje:

1
[[Pﬂz (x)] dx = m (15.3)
Je teda jasné, Ze koeficient C3; sa musi rovnat’ nule. Podobne mozno ukdzat nulovost
koeficientov Cs, Cs, ... . Rovnicu (1.5.1) teda m6Zeme zatial’ pisat’ v tvare:
xP,(x)=C,P,,(x)+CP,(x)+C,P_ (x). (1.5.4)

Z tohto tvaru hned’ vidime, ze aj koeficient C; je rovny nule — ak je napr. rdd Legendreovho
polynomu parne Cislo, tak l'ava strana obsahuje premennt x len v neparnych mocninach a teda
prava strana nemoOze obsahovat’ parne mocniny x a teda Ci musi byt nulové (podobne pre
neparny rad polynému). Dalej vidime, Ze najvyssia mocnina premennej x na lavej strane je radu

(n+1). Na pravej strane obsahuje tuto mocninu &len P, (x) stojaci pri koeficiente Co. Ked’
teda porovname Ciselné koeficienty stojace pri najvyssich mocninach (s vyuzitim (1.1.2)),
dostaneme:

(2n)! _ . [2(n+1)]!

2'(n!y 2 (1) T

13



¢o po uprave dava:

_n+l
2n+1"

0

Nakoniec, ked’ v rovnici (1.5.4) polozime x =1 tak, vzhl'adom na P, (1) =1, dostaneme:

n
2n+1

1=C,+C,=C, =

Ked konec¢ne dosadime ziskané hodnoty jednotlivych koeficientov do vyrazu (1.5.1) tak po
zrejmych upravach dostaneme rekurentny vyraz pre Legendreove polynomy:

(n+1) P, (x)—(2n+1)xP,(x)+nP_ (x)=0. (1.5.5)

n+l
Pripomenime, ze na Matematickych zékladoch 2 sme tento vyraz uz odvodili, hoci inym
sposobom. Rekurentnych vyrazov je mozné ziskat’ viacero, nie len pre samotné polynomy, ale

aj pre ich derivacie.

1.6 Rozvoj funkcie 1/R do radu Legendreovych polynomov

Majme vo sférickom suradnicovom systéme dané dva body, z ktorych je jeden vo vzdialenosti
r od pociatku, druhy vo vzdialenosti rovnej jednej, uhol medzi ich sprievodi¢mi oznacme .

Vzajomna vzdialenost’ tychto bodov potom je:

R:\/r2—2rcos1//+1. (1.6.1)
Predpokladajme, ze jeden z bodov je hmotnym bodom. Potom je jeho potencial, pocitany
v bode druhom, dany vyrazom:

1

fr)= :
() \/rz—ZI”COS(//-I-l

(1.6.2)

teda ho budeme uvazovat ako funkciu premennej 7. Rozvinieme tuto funkciu do Maclaurinovho

radu:
2 "
F(r)= 7 ()4 £/ (0) 42 £ (0) 4ot 1 (0) 5.
potrebujeme teda hodnoty f(0), /'(0)..... S oznadenim x = cos modZeme pisat’:

R =r*=2rx+1.
Povazujme x za konStantné a po derivacii posledného vyrazu mame:

RdR:(r—x)drjd—R= r—x,
dr R

z ¢oho dostaneme:

14



ar(r) d,;a dR 1 .d(r-x) 3(r-x) 1
e R
d3f(r) 15(r—x) 9(r—x)
ar’ R’ R’

Do poslednych vyrazov dosadime » =0 a pre hl'adané ¢iselné koeficienty dostaneme:
£(0)=1L/"(0)=x;1"(0)=3x> -1, f"(0) =15x" —9x.
Tieto hodnoty dosadime do Maclaurinovho radu a dostaneme:

1 1 ,3x° -1 5% -3
——=14+rx+r +7r +...=

R r=2rx+1 2 2 (1.6.3)
=X, + X+ X+ X+ X

/()

kde sme zaviedli zjednoduSujice oznacenie Ciselnych koeficientov pri mocninach premennej 7.

Poslednt rovnicu derivujeme podla » a dostaneme:

d _
fd(r): X 42X 43X X (1.6.4)
.

(r2 —2rx+1)E

Zlomok v l'avej Casti rovnice upravime s vyuzitim (1.6.3):

xX—r xX—r 1

P2+l rr—2rx+1

=2x;r()(0 + X+ X X e X ),
r-=2rx+1
Tento vyraz dosadime do (1.6.4) a po uprave dostaneme:

X, + X+ X, +

(x—r ’ , : ’ :(r2—2rx+l)(Xl+2X2r+3X3r2+-~~+anr"_l+~~-).

+ X+ X 4
Porovnanim koeficientov stojacich pri n-tej mocnine premennej » v pravej ilavej Casti,
dostaneme:

XX, - X, =(n+1) X, +(n-1)X,  —2nxX,,

¢o mdzeme jednoducho upravit na:

(n+1)X,,, —(2n+1)xX, +nX, =0. (1.6.5)

15



Tento vztah je rekurentnym vzorcom pre koeficienty rozkladu do radu podla

1
Nt =2rx+1

mocniny premennej ». Porovnanim tohoto vyrazu s rekurentnym vzorcom pre Legendreove
polynémy (1.5.5), zistime ich tiplnu totoznost. Dalej, ked’ze koeficienty X, =1 a X, =x su
totozné s Legendreovymi polynomami P, (x) a R(x), mozeme sa presvedCit’ o totoznosti
vSetkych koeficientov vyrazu (1.6.4) s odpovedajicimi Legendreovymi polyndmami. Mézeme
teda pisat’:

1

Nt =2rx+1

Je potrebné si uvedomit’, ze Maclaurinov rad, z ktorého sme vysli pri odvodeni posledné¢ho

= B (x)+ B (x)+ B, (x) 4= Y P (x). (1.6.6)

vyrazu, bude konvergovat’ len pri r <1, preto i ziskany rozvoj (1.6.6) bude konvergovat pri

r <1.Pri r >1 mdzeme vsak tiez ziskat’ konvergentny rad, ked’ budeme uvazovat’ nasledovne:

] 1 ) . ,
VO Vyraze ———— vyjmeme 7, ¢o nam da:
Nt =2 +1

1 1 1
= .
N =2rx+1 T /l—zx-i-iz
ror
1

1 . .. .
Nakolko r>1, tak zlomok —<1, takze k vyrazu T mozeme tieZ pouzit’ 10zvoj
r
l-—x+—
roor

, . y , y . , 1 .
(1.6.6) stym rozdielom, Ze premennt r v nom zamenime vyrazom —. Preto pri »>1
r

dostaneme:

1 1 1 1 R
NN ‘{Po(x)+;f’l(X)+,,—sz(X)+--}—Zrnﬂ P, (x). (1.6.7)

r n=0
Ziskané vyrazy je mozné zovSeobecnit’ aj pre body, leziace v inej ako jednotkovej vzdialenosti,
ako sme videli na Matematickych zdkladoch 2. Pripomenime, Ze funkciu (1.6.2) nazyvame aj

vytvarajucou funkciou pre Legendreove polynomy.
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1.7 Vyraz pre derivaciu Legendreovho polynomu

Ked’ zderivujeme podla x vyraz:
1 .
=>r'P (x)

Nt =2rx+1 ; !

tak dostaneme:

-3l

[r —2rx+ 1] n=0

Lavu Cast’ rovnice mdzeme rozvinut’ nasledovne:

1 ©
r 3:21" ) z

[rz—er—kl]E r'=2rx+1 2 —2mc+1 r—2rx+ s

a prepisat’ tak predo$ly vyraz na tvar:

& L, dP(x)
Z —Zr dx

— 2rx +1 = pr

Obe strany poslednej rovnice vyndsobime vyrazom (rz —2rx+1) a potom porovname Cleny

(Legendreove polynomy a ich derivécie) stojace pri 7" a dostaneme:

dP dP dP
P(x)= (1) 4B (), dh (¥) (1.7.1)
dx dx dx
Teraz pouzijeme rekurentny vzt'ah pre Legendreove polynémy (1.5.5) ¢o ndm umozni napisat’

, dr, (x)
vyraz pre ———= Vv tvare:
dx

dp,(x) _n+l 1 dp,(x )—an(x)+ n .l.dPn—l(x),
dx 2n+1 x dx X 2n+1 x dx

Tento vyraz dosadime do (1.7.1) a po jednoduchych upravach dostaneme:

dP_ (x) dP
"“( ) L 1( ) (2n+1)Pn (x) (1.7.2)
dx dx
Pouzitim tohto vzorca moézeme vycislit’ derivaciu Legendreovho polyndému prostrednictvom

polynomu a derivacie nizsieho radu. Po vyluceni zrovnic (1.7.1) a (1.7.2) dostaneme

dPn+1 (X)
dx

vyraz:
dP, (x) dP | (x)
x —
dx dx

Po od¢itani rovnice (1.7.3) od rovnice (1.7.2) dostaneme:

=nP, (x) (1.7.3)
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db,.(x) _ dP(x) _
pn X R —(n+1)Pn(x). (1.7.4)

V rovnici (1.7.3) zmenime teraz rad polynému z n nan + 1:

N dP,., (x) _dp, (x)

T o =(n+1)P_,(x). (1.7.5)
Po eliminacii vyrazu dP”; (x) z rovnic (1.7.5) a (1.7.4) ziskame vel'mi dolezity vyraz:
X
ap, (x)
(1-x%) L (n+1)[xB, (x)- P, (x)], (1.7.6)
alebo
CAC I (xl)_]j’“ (). (1.7.7)
X - X

Ked s pouzitim rekurentného vzorca mame vyjadrit' P, (x) prostrednictvom P, (x) a P,_ (x)

tak posledny vyraz je mozné upravit’ na tvar:

dp,(x) _ B (x) =P, (x) (1.7.8)
. )-h(z) 7.

1.8 Vyjadrenie Legendreovho polynéomu urcitym integralom

Integralne vyjadrenie Legendreovho polynému ma tvar:

T

ﬂ(x)zlj(x+\/x2—lcosl)n dt (1.8.1)

%

f(z)=(22_1]n. (1.8.2)

Dosadme teraz za premennu zsulet (x+z) aziskani funkciu f(x+2z) rozviiime do

(,,orezan¢ho®, do hodnoty 2n) Taylorovho radu (vzh'adom na premennu z):

' " (”) (2”) 2n
f(x+z)=f(x)+ fl(fx)z+ fz(/x) z +...+fn—fx)z” oot f(2n§)/6) 2" = Z(‘;Ak'" (x)z".

Ciselny koeficient pri z" bude, v stlade s (1.8.2), mat tvar:

Loy b d" oy
n!f (x)_Z”n!dx”(x 1) _P"(x)’

tj. 4., (x)=P (x).
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Ked budeme uvazovat’ mocninu premennej z radu (n +k), kde k <n,mdzeme vyjadrit’ ¢iselny
koeficient pri tychto mocninach v tvare:

1 (n+k) 1 dk d" > n n! (k)
i) ) z"<n+k>fdx{dxn(x ﬁ ey )

kde symbol P*) (x) znamena derivaciu Legendreovho polynomu radu .

Nahrad’'me teraz premennt z vo funkcii f (x + z) vyrazom z+/x” —1. Potom lahko dostaneme

nasledujtci vztah:

fﬁnﬁ):i(ﬁ)k 4 (1.8.3)

k=0

t

V tejto rovnici polozime z=e" a obe strany rovnice vynasobime funkciou e ™ a nakoniec

integrujeme podl'a premennej ¢ v hraniciach od 0 do z. Dostaneme:
A 2n k A . .
[ f(x +e —l)e”"”dt - Z{(\/xz —1) 4] e""e””dt} . (1.8.4)
0 k=0 0
Studujme sumu ziskani na pravej strane rovnice (1.8.4). Jej prva polovica, t.j. pre hodnoty
k <n, budu v integrali zaporné mocniny Ccisla e, striedavo parne a neparne, pri kK =n pod
znakom integralu ostane len jednotka, a pre druhti polovicu sumy, t.j. pre &£ > n mocniny e budu

kladné. Mozno ukézat, ze v (1.8.3) ¢leny rovnako vzdialené od zaciatku a konca sumy buda

mat’ rovnaké koeficienty, t.j. ked k <n:
k 2n—k
(\/x2 —1) 4, (x)= (\/xz —1) A, (%) (1.8.5)

Pozrime sa teraz na vycislenie koeficientov v rovnici (1.8.4):

]{el—kteima,t _ ei(k—n)t F _ ei(k—n)ﬂ' _1
0 i(k—n) . i(k—n) '

V pripadoch ked’ (k—n) je &islo parne, tak (na zaklade Eulerovho vzt'ahu) je &7 =1 Pri

neparnom (k - n) méme ¢'“ ™" =—1. Pretov pravej Casti rovnice (1.8.4) vypadnt po integracii

. Dalej

. . 2
vietky ¢leny s parnym (k —n) a Gleny s neparnym (k —n) budu po integracii —- =)
i(k—n
budu ¢leny pre k < n kladné a ¢leny pre k& > n buda zaporné, ale ked’Ze uz vieme, Ze navzajom
symetricky (okolo ¢lena k =n) polozené koeficienty su az na znamienko rovnaké, tak sa

vysledku navzajom zruSia a zostane nam len jeden (,,stredny* k =n) Clen, a teda dostaneme z

(1.8.4):
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][‘f(x+e \/ﬁ) ’””dt—( X ) jdz ( )nPn(x). (1.8.6)

Pretoze lava cCast rovnice moze byt prepisana (pomocou vysSie pouzitych substitucii)

nasledovne:

n

z x (x+e”\/x2—1)2—1
jf(x+e 1) "””dt-j -
0 2¢é'

0

dt =

(\/x2 —l)n (x—i-\/xz -1 ¢ _26” j dt,

I
O N

tak s pouzitim Eulerovho vzorca dostaneme:

I(\/xz —1) (x+\/x2 -1 -cost) dt = 72'(\/)62 —1) P (x),
0
alebo po vykrateni ( x* -1 )n dostavame konecne:

P (x)=l:[(x+m~cost)n dt .

1.9 Diferencialna rovnica pre Legendreove polynomy

Videli sme, Ze Legendreove polynémy vieme ziskat ako koeficienty Taylorovho radu

funkcie 7> —2rx+1 podla premennej r. Veli¢inu 7’ —2rx+1 sme si zaviedli ako

vzdialenost’ medzi dvoma bodmi vo sférickom suradnicovom systém pricom uhol medzi ich

sprievodi¢mi sme oznacili ¥ a polozili sme cosy = x (pripomenime, Ze vo sférickom systéme
plati cosy =sin3sin9 cos(@p—¢')+cos Ycos ¥, kde ,giarkované* siiradnice opisujii polohu

bodu vypoctu a ,neCiarkované* polohu hmotného bodu). Jeden z tychto bodov nachadza vo

vzdialenosti » od pociatku, druhy vo vzdialenosti rovnej jednotke. Potom veli¢ina

1
(r2 —2rx+l) 2 bude urcovat’ hodnotu potencidlu, dané¢ho touto hmotou v druhom bode. Je

zrejmé, ze hodnota potencidlu nebude v tomto pripade zavisiet’ na ekvatoridlnom uhle (vo

sférickych suradniciach oznacCeny ako ¢), t.j. rozdelenie potencidlu bude charakterizované

1
osovou symetriou (cosy —cosd). Ked teda vztah (r2 —2rcos 3+ 1) 2 predstavuje
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potencialnu funkciu, tak dosadenie tejto veli¢iny do Laplaceovej rovnice, musi tato platit’.
Laplaceovu rovnicu vo sférickych suradniciach (r, 9, (/)) zoberieme vo forme:

0 ,0u 1 o0( .  ou 1 0Ju
—| = |t =] sind— [+— =
or or) sin$ 09 08) sin~ 9 op

Pretoze v naSom pripade sa rozdelenie potencidlu charakterizuje osovou symetriou, t.j. hodnoty
potencialu nezdvisia na uhle ¢, tak tato rovnica nadobudne jednoduchsi tvar:

9 rza—u + _1 9 sin&a—u =0. (1.9.1)
or or) sin9 084

1
Tato rovnica, po dosadeni (r2 —2rcos 9+ 1) 2, musi platit’. Pouzijeme vyssie dokdzany vztah:

1 o0
=>» r"P (cos9),
\/r2—2rcos8+1 ; ( )

pricom predpokladajme, ze » <1. Dosadenie do (1.9.1) nam da:

01,205 1 0. 403, B
67[ 5 Zr Pn(cosg)}-smlgag(smgang ﬂ(cos&)j—o.

g n=0

Presunieme derivacie do sumy a vykoname ich:

> . "o . 0P (cos9) B
Z|:(n+1)nr P, (cos 3)+— lgag(smlg Y: H—O

n=0 Sin

Pretoze tato rovnica musi platit, t.j. vyhovovat’ pri vSetkych hodnotach r, tak koeficienty pri

vSetkych mocninach » musia byt rovné nule. Z toho mame:

sin9 094

sin §—=

¥ j+n(n+1)f;(cosz9)20.

Vratime sa k predchadzajicej premennej x=cos$ a zistime, Ze % =—sin Sai a preto
X

posledné rovnica méze byt prepisana do tvaru:

B SinSQ
sin 9 Ox

(—sinz gm]+n(n+1)g (x)=0,

Ox

alebo

i((l_xZ)M]+n(n+1)g(x)=o,

Oox Oox

z ¢oho vyplyva, Ze polynom P, (x) musi vyhovovat’ diferencialnej rovnici:

a3 e=o,

X
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alebo v inom tvare:
ov

o*v
—_— 2 — — —
(1 )ax 2x8x+n(n+l) =0.

1.10 Pridruzené Legendreove funkcie

Sucasne s Legendreovymi polyndmami v tlohéch tedrie potencialu hraju velmi dolezita

ulohu tzv. pridruZzené Legendreove funkcie. Pridruzenou funkciou radu », stupia m sa nazyva

funkcia:
nd"p (x)
pP" =(1=y2%)2 —\"/
n (X) ( X ) dxm ?

a ked’ nahradime premennu x vyrazom cos ¢ dostaneme:

P (cos 9)= sin§? M.
d(cos 3)

(1.10.1)

(1.10.2)

Tato trieda funkcii méa analogické vlastnosti, ako Legendreove polynémy. PredovSetkym

najdeme diferencialnu rovnicu, ktorej vyhovuju pridruzené funkcie. Z predoslého uz vieme, ze

diferencidlna rovnica pre Legendreove polyndmy ma tvar:

(1-x )i—2x8—+n(n+l) =0. (1.10.3)
ox? ox
Poslednu rovnicu zderivujeme m krat a dostaneme:
d” 0%y dv
o {(l—x )§—2x£+n(n+l) }
dm+2 dm+l dm
=(1—x2)dxm+‘;—2x(m+1) = Jl}-l—[n(nJrl)—m(m-l—l)] dx’: =0.
Oznacime dm: =u a dostaneme sa k rovnici:
x
d*u du
(1 X )5—2 ( +1)E+[n(n+l)—m(m+l):|u =0.
Ked’ zavedieme novu funkciu w vztahom w = (1 —x )_% u tak mozeme pisat’:
u= (1 —x’ )% w,
du _ -1 = dw
dx x(l—xz) 2 w+(l—x2) ZE,
d—zuzm(l—xz)rg2 w[(l—x2)+(m+2)x2]+2mx(1—x2)7%71@+(1—x2)% 2 .
dxz dx dx2
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Po dosadeni napisanych vyrazov do diferencialnej rovnice pre funkciu u, dostaneme:

(l—xZ)_’;%+{2mx(l—x2)_’; _2x(m+1)(1_x2)";}6:;_1;+

m m m

m(l—xz)iE +m(m+2)(1—x2)771 x’ —m)c(l—x2)7 2(m+l)x+

+ . w=0
+(n(n-|—1)—m(m+1))(1—x2)7
Po vykrateni vyrazu (1 —x )7% dostaneme po jednoduchych upravéch:
2w dw m’
(1-x%) 2 — —2xa+{n(n+l)— _xz}wo. (1.10.4)

Tejto rovnici vyhovuje funkcia:

w=(1—x2)gu=(l—x2)g j’::,

a pretoze funkcia v je Legendreovym polyndomom mame pre funkciu w (a teda pre rieSenie

diferencialnej rovnice (1.10.4)):

(1 x)d’"p—()

dx"
K dokazaniu ortogonalnosti pridruzenych Legendreovych funkcii, ktorda modze byt

vyjadrend rovnicou:

jP’" xX)dx=0, k=#n, (1.10.5)

budeme vychadzat’ z diferencialnej rovnice pre tieto funkcie:

dZPm X de mz i
(l—xz) ;XZ( )_2 ( ) { (k+1) l—xz}Pk (x)=0,
dZan de m2 .
(l—xz) dxz( ) ( )+{n(n+l)—l_x2}]’n (x)=0.
Prvi1 z napisanych rovnic vynasobime P (x) a druhii P"(x) avysledky od¢itame. To nim
da:
d’P"(x) . d’P"(x) . dP" (x) _, dP"(x) _,
(1_,52){#31 ()= () |2 S (1) - e |+

+[k(k+1)=n(n+1)]B" (x) B (x) =0.

Prvé dva Cleny je mozné zlucit’ a dostaneme jednoduchsi vyraz:
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i{(l—x ){dP’"( )P’”( - dpP;" (x )pm }} [k(k+1)=n(n+1)]R" (x)P" (x)=0.

dx dx dx

Poslednt rovnicu integrujeme podl'a premennej x v hraniciach od —1 do +1:

[k(k+1)=n(n+1)] J a'"(x)er(x)dx{ %{(l—f){dﬁ;f’“) am<x>—d”k;f’“)em<x>}}dx=
e[ e g |

V doésledku pritomnosti (1 - xz) sa prava Cast’ rovnice po dosadeni hranic anuluje, a pretoze pri

k #n vyraz [k(k +1)—n(n+ 1)] # 0, bezprostredne mame:
j P (x)P"(x)dx=0.

Zastavime sa pri dokazovani eSte jednej integralnej vlastnosti pridruzenych polynémov,

ktora sa vyjadri rovnicou:

[P ()] d = 2n2+1 EZiZi: (1.10.6)

Pri dokazovani tohto predpokladu vyjdeme zo vzorca:

)’"2“ d"'p (x)

dmerl

2

an+1 (x) _ (1—x2
ktory mozeme prepisat’ nasledovne:
)

[)nn1+l() (1 x o

= (1 —x ); dr (x) + mx(l -x ); P"(x).

dx

Tto rovnicu umocnime na druhu a integrujeme v hraniciach od —1 do +1:

2.2

.[[P’”” } dx = j(l—xz){%} dx+J-2me'”( )dP"m (x) dx+j;%dx. (1.10.7)

e dx dx

Integrujeme per partes prvy i1 druhy integral pravej strany rovnice a dostavame:
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o O,

’ ’ dx dx
_ (1 X )Pm dP" (x } J~Pm _{ _ )%x(qu)a
j.lmeEq’”( )dP:;x( )d —Imx - P ( )] dx = [mx[an (x)} ll—m:[[ff,m (x)]2 dx.

Lahko sa presvedc¢ime, ze prvé Cleny Casti napisanych rovnic sa po dosadeni hranic stavaju

rovnymi nule. Pre prvu rovnicu to plati v désledku pritomnosti sucinitel’a (l—xz) a v druhej

rovnici je tento sucinitel’ v€leneny do P (x) a preto:
AT v (@R ()]
e ] (-0 2]

Vzhl'adom na tieto vlastnosti, mézeme rovnicu (1.10.7) prepisat’ do tvaru:

I ()] dx=j1Pn”’ (x>i{(1_x2)—dpn'" (qux_mjl[gn ()] dx+jlf’_2§§ (B ()] .

dx dx

a ¢len i{(1 —xz) ary (x)
dx

7 } v prvom integrali pravej Casti tejto rovnice moze byt vyjadreny
X

nasledovne:

2

Pm ZPm Pm
i{(l_xz)d n (X)}:(l_xz)d n 2(’C)_zxd V' (x)
dx dx
pricom ho d’alej mézeme, v dosledku rovnice (1.10.4), zamenit’ vyrazom:
2

{n(m)—l’” Z}qu(x).

—X

Preto dostaneme:

j.l[f;’”” ()c)}2 dx = j{n(n +1)—

-1

_; }[Pn’" (x)]2 dx — mj‘l[Pn’” (x)]z dx + j.l ;n_zf; [Rj" (x)}2 dx =

=[n(n+l)—m(m+l)].[[Pn’" (x)]2 dx = (n—m)(n+m+1)j[PJ" (x)]2 dx

-1

Tento vzorec pouzijeme na integral:

_jl[P,,m (x)] dx

a dostaneme:
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j-l[an ()C)]2 dx = (n —m+l)(n +m) j. [Pn'”_l ()c)]2 dx .

-1

Pretoze:

1

j-l[P,f'_l (x)]2 dx = (n —-m+ 2)(n +m—1)J‘[Pn’”_2 ()c)}2 dx,

-1

tak po opédtovnom pouziti odvodeného vzorca prideme k rovnosti:

1

J-[Pn'” (x)}2 dx:(n—m+1)(n—m+2)-...-n(n+m)(n+m—1).,..-(n+1)j.l[Pn (x)]2 dx .

-1

Pretoze d’ale;:

1 . 5 )
.EI:Pn (x)} dx:F’
tak mame:
j;[elm(X)]zdx:(n—l_m)(n—l—m_l)(n_m+l)EZ:Z;EZ:Z:3;12;@24-1:
_ 2 (n+m)!
2n+1(n—m)!’

¢o bolo treba dokazat’. Podotknime este, Ze v niektorych pracach, prednostne v geomagnetizme,
urcenie pridruZzenych funkcii sa deje mierne odlisSnym spdsobom, od spdsobu tu uvedenému,

a to takto:

(n—m)! . d"P(cos9)
2—-sin" §————=.
(n+m)! d(cos 9)

Povaha sucinitela |2 H , nezavislého od 9, sa neodrazi na podobe diferencialnej rovnice,
n+m)!

ktorej vyhovuje pridruzena funkcia a nenarusuje podmienky ortogonalnosti. Rovnako, hodnota

P (x) =

n

1
integralu I [an (x)}2 dx sa v tomto pripade ukazuje jednoduchsou:
-1

j (2 ()] e 2n4+1'

-1
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1.11 Objemové a povrchové sférické funkcie

Laplaceova rovnica, hrajuca tak vel'ku ulohu v tedrii potencidlu, ma v kartezianskych
stradniciach tvar:
o'u 0'u Ou B

8x2+8y2+822 =0

NasSou ulohou bude najst’ rieSenia tejto diferencidlnej rovnice v tvare polynému jednotlivych

premennych. Pre takyto jednoduchy polyném mézeme napisat’ vzorec:

_ m_ p_2
u,= Z am,Z,px Yoz,

m+p+2=n
kde n je nejaka konstanta.
Pokus o takéto rieSenia je vhodné vykonat’ vo sférickych stradniciach, kde polozime:
x=rsinbcosp;, y=rsindsinp, z=rcos9.
Transformujeme skimany polyném pomocou tychto vztahov a dostaneme:
u,= Z a,, " sin" 3cos" ¢-r” sin” Isin” @1’ cos’ 9=

m+p+2=n

(1.11.1)
= Z a,, ,r" sin"™" 9sin” pcos” pcos® §=r"Y,(9,p),

m+p+2=n

kde symbol Y, (9,¢) znamena mnohoglen:

. m+p . p m 2
Z a,,,sin""" dsin” pcos” pcos” 4.

m+p+2=n
Funkciu u,, predstavujuca hladané rieSenie Laplaceovej rovnice, nazyvame objemovou
sférickou funkciou alebo gulovou funkciou a funkciu Y, (.9,(p), ktora je polynémom sin 9,
cos$, singp a cos@ nazyvame povrchovou sférickou funkciou, alebo proste sférickou
funkciou.

Pokuisime sa njst’ tieto polynomy Y, (9, (p) . Hl'adédme teda rieSenia Laplaceovej rovnice,

napisanej vo sférickych suradniciach:

2
i(ﬁa—”} 1 i(smga—”} L _ou (1.11.2)
or or) sin8 09 08) sin” 9 0p

s predpokladom Ze funkciu u uvazujeme v tvare: u(r,9,9)=f(r)-Y(9.¢) (Citatefovi uz

znama Fourierova separacia premennych). Tento vyraz dosadime do (1.11.2) a dostaneme:

T T
d r ! in @
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alebo po separécii:

1 g(rzaf(r)}LY(l [1 a[singay(9,¢)j+ 1 82Y(3,¢)}=0

f(r)or or 3,9)| sin 909 sin® 9 0@’

Pri podrobnejSom pohlade na tato rovnicu, zistujeme, ze sa rozpadla na dve Casti, z ktorych

jedna zavisi iba na premennej 7, a druha iba na premennych 4 a ¢ (¢o je zakladna myslienka
separacie). V tomto pripade sa ich sucet bude rovnat’ nule, iba vtedy, ked’ su rovné tej istej
konsStante, ale s opaénymi znamienkami. Po napisani tohto predpokladu prideme k dvom

diferencidlnym rovniciam:

! g{,,z af(r)j:a,

f(r) or or
2
1 1 0 singaY(3’¢) s 12 0 Y(&;,(o) .
Y(S,go) sin$ 09 09 sin~ 8 O
Tieto rovnice po zrejmych operacidch moézZeme napisat’ nasledovne:
o f(r of (r
r 67”2 )+2r 85" )—af(r)zO,
2
_1 i(sin&‘ay(lg'(p)}— ' 12 4 Y(192,(p) +aY (9,¢)=0.
sin$ 09 09 sin® 9 0@

Ako uz vieme, f (r) musi byt rovné ", v stihlase s vyrazom (1.11.1) Preto prva rovnica nas
privedie k rovnosti:

n(n—l)r” +2nr" —ar" =0,
z ¢oho mame pre a hodnotu:

a=n(n+1), n=012....

V takomto pripade rovnica pre Y, (4,¢) dostane tvar:

1L of. ,0r(8e)) 1 27 (%)
| sind— : Y (9.0)=0. (1.11.3
sin 9 89(”” 09 J+Sil’1219 8(02 +n(n+ ) n( ¢) ( )

Ako uz bolo povedané, Y, (3,(/)) musi byt polyndmom funkcii sin &, cos &, singp a cose.
Mocniny funkcii sin@ a cos@ vyjadrime pomocou rozkladov (napr. na zaklade Moivrove;j

vety) a po preusporiadani mézZeme funkciu Y, (.9,(p) napisat’ v tvare:

Y (4.9)=a,, (9)+Z(an,m (9)cosmp+b,,, (9)sin m(o) , (1.11.4)

m=l1
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kde a,,(9) ab,, (3) sipolynémy funkcii sin ¢ a cos § s mocninou nie vy$sou ako 7. Suma
je obmedzena hornou hranicou m = n, pretoze podl'a samotného vyjadrenia funkcie Y, (.9,(/))

vo vyraze (1.11.1), neobsahuje tato funkcia ¢leny sin¢@ a cos @ vysSej mocniny ako » a ani ich
rozklady neobsahuju ¢leny s frekvenciami vysSimi ako n. Po potrebné podotknut’, Ze v takom

pripade je pocet koeficientov a,, (9) a b,,(9) vyjadreny islom (2n+1). Ked funkcie

Y (9,(p) su rieSenim rovnice (1.11.3), tak dosadenie vyrazu (1.11.4) do tejto rovnice, musi

viest’ ku platnosti. Urobime toto dosadenie a dostavame:
ob, (9
0 [sin 4 "()J

GESin 9 0a, (3)}
08 09

1 0 da,,(9)) < 1 - 1
- IQL + + ; _
sind ag[sm 09 j ;Cosm(psing 09 ;S’"mwsing Y.

1 <o 1 <5
- ma, cosmp—— m'b, sinmp+n(n+l)a,, +
Slnz ; n,m Sln2 9; n,m ( ) n,

+l’l(l’l + 1)i(an,m (19)C0S m¢+bn,m (B)Sln m(D) =0.

m=1

Aby tato rovnica platila je potrebné koeficienty pri vSetkych funkcidch cosme a sinmg sa

rovnali nule. Preto dostaneme sustavu rovnic:

1 i(Sin ijwtn(n +1)a,, =0,

sind 09 084

a(sinsﬁa"gg(‘g) ] -
: +| n(n+1)- @2 a,, =0,
sin @ 094 i sin 9_ '

8[sin3(w _ _

094 2

: +|n(n+1)———=1b,,, =0.
sin @ 04 i sin 3_ '

Ked v tychto rovniciach namiesto 9 zavedieme premennt x vztahom x=cos$, tak nasa

sustava rovnic prejde na tvar:

6x2’ X
o’a, oa, 2

(l—xZ) axz’ 2 o +|:I’l(l’l+1)— _xz}anm=0
82bl’lm abnm mz

(l—xz) axz' -2x 8x, +{n(n+1)—l_x2}bn_m=0.

V prvej zuvedenych rovnic pozndme l'ahko Legendreovu rovnicu avo zvySnych dvoch

spoznavame rovnice pridruzenych funkcii. Preto mézeme napisat’:
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ano(g)
anm( ) a P

m-n

b,,(9)=b,P" (x)=b,P" (cos9),

a,P, (x) (cos 9)
m( )=a P (cosz9)

kde a, a b, st konStantné koeficienty. Pre Y, (3 ) takto dostaneme:

Kl(3,¢)=aoﬂ(00S9)+Z(a cosmp+b, Smm(o)P (cos&‘) (1.11.5)

m=l1

Cleny tohto radu nezavisia linearne jeden na druhom a preto jeho rozloZenie je funkciou

Y, (9.9) vyjadrené pomocou (27 +1) nezavislych sférickych funkcii radu n. Cahko zistime, Ze
rovnica pre f (r):

r? 82f(r) +2r af(r)

or? or

—n(n+1)f(r):O

—(n+l)

vyhovuje nie len pre hodnotyr”, ale i pre hodnotu f (r) =r . Preto mozeme tvrdit’, Ze

funkcia:
Y, (%.9)

n+l

je tiez rieSenim Laplaceovej rovnice. Toto rieSenie uz nebude polyndomom x, y,

z v kartezianskych stradniciach, ale blizi sa nekone¢nu s rastacim r.

1.12 Integralne vztahy pre sférické funkcie

Ked’ st dané dve funkcie u a v, ktoré stt harmonické vo vnutri ohranicenej oblasti s povrchom

S, tak plati Greenova veta:

”( @—va—”j 5=0, (1.12.1)

kde n je smer vnutornej normdaly k povrchu. Ako povrch S si zvolime gul'u s polomerom 7 a so
stredom v pociatku suradnic a za funkcie u a v volime:

u=r"Y,(4.9),

v=r"Y, (%0).
Nakol’ko pri zvolenom povrchu S plati % = —% a dS=r’sin9d9de, tak Greenova veta

(1.12.1) dostane tvar:
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2r &
_[ J [—r”Yn (3,gp)m Y (3,(p) +r'Y (S,go)n Y (9,(0)] ¥ sin9d9dp =0.
»=0 9=0

Po zrejmych tpravach dostaneme:

2r «

”*m“(n—m)J"[ (9.9)Y,(9,¢)sin9dIdp=0.

9=09=0

r

Vykratime """ (

n—m) amame vyraz:
j j ' (9,9)sin9dIdp=0, (1.12.2)
¢=0 9=0

ktory vyjadruje podmienku ortogonalnosti funkcii Y, (9,¢) a Y, (9,¢) na povrchu gule

jednotkového polomeru. Ked na takuto sféricka plochu pouzijeme druhy Greenov vzorec

dostaneme:

kde R je vzdialenost’ medzi bodom P’ vo vnutri sférickej oblasti a bodom P na povrchu. Pretoze

R= \/ r* =2rr' cosy +r'* kdera r' st vzdialenosti bodov P’ a P od po¢iatku suradnic a uhol

w zvieraju sprievodice r a r', tak pre 1/ R modzeme napisat’ vzt'ah:

e
—=— cost//
r r

pretoze r' <r. Podobne ako v predoslom, zadame funkciu v tvare v=r"Y (3,(p) a podla

druhého Greenovho vzorca dostaneme:

| Z n+1 e P cost//)—i-
Vp = — "0 P sin9d9de.  (1.12.3)

4 2 7 i
9=00=0| 4 -

cos 1,1/

n=0 7
Ked stradnice bodu P' st ', #,¢" tak v, =r"Y (4,¢'), a poslednii rovnicu mézeme

prepisat’ do tvaru:

!mY

i r'”rm : Tzn{(nﬂ)Ym (8.9) P, (cosy )+

in3dSde =
+mY, (3,9)P,(cosy) }sm 4

©

=0

:

(1.12.4)

_,m—n

(n+m+1)Y, (9.9)P,(cosy)sin9dIde.

I
NgE
~
B~
Oty O
o'—.g)

i
3
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Pretoze tato rovnica musi byt identitou pre vSetky hodnoty ' < r, tak porovnanim koeficientov

pri rovnakych mocninach premennej r’ v pravej aj l'avej Casti tejto rovnice, dostanem pri

n#m:
m-n 2
0= py (n+m+1)£!Ym(9 ¢) (cost,//)sdeSd(p,
aprin=m
2m+177¢
Y (9.¢)= . .(['([Ym (3,0) B, (cosy)sinId9dg.

Prvii zrovnic, ktord vyjadruje podmienku ortogondlnosti funkcii Y, (%¢) a P, (cosy),

mozeme prepisat’:

2
J. Ym 9(0 cosw)sdeSdgp 0, prim#n. (1.12.5)
0

0

V druhej rovnici zamenime m s n a dostaneme:

2

Y, (9,¢)= 22;1”1/ (3,0) P, (cosy)sin9d 9de. (1.12.6)

n

1.13 Rozvinutie do radu sférickych funkcii

Ked’ je dana funkcia f (3,(p), o ktorej vieme, Ze sa rozlozi do rovnomerne konvergujuceho
radu:

f(9.0)=Y,(%0)+Y (30)+Y,(9.0)+ -, (1.13.1)
tak pri urceni tohto radu mdézZeme postupovat nasledovne: vynasobime obidve jeho Casti
funkciou P, (cos w)sin3d9de aintegrujeme po povrchu gule jednotkového polomeru.
V désledku platnosti (1.12.5) buda nulové vietky ¢leny, okrem Elenu obsahujiiceho Y, (9,¢),

ktory podl'a vzorca (1.12.6) bude:

47
3.0").
2n+1 "( go)
Preto mame:
T 2r
[ 7(8.0)P.(cosy)sin9d9p= 4z Y, (9,9). (1.13.2)
0% 2n+1

V doésledku (1.11.5) moézeme uviest’ rad pre funkciu pre f (3,(p) nasledovne:
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. Ll (cos 3)+
19 = Y n . 1.13.3
?) HZ:(; ! HZ(; +> (a, cosmp+b, sinmp) P" (cos 9) ( )

m=1
Pretoze vSak:

2z
Jcoskqodng:O ak k#0,

0

a sucasne:
. / 0 akk+m
j cosmpcoskpdp = \
0 T akk=m
2r
j sinm@coskpdp =0,
0
dostaneme:

2z

'[ f(&(p)cosrmpdqy = iamnpn’" (cos 3) )

0 n=0
Ked’ obidve casti poslednej rovnice vynasobime P (cos 9)d cos 9 a integrujeme v hraniciach

od cos 8 =-1 do cos %=1 dostaneme:

1 27
ij 8¢ cosmp P" (cosS)dcos&‘dgo a ﬂjz P’" COS19):| dcos 9.

-10 -1 n=0
Vsetky integraly v pravej Casti okrem jedného budu v désledku ortogonalnosti pridruzenych

Legendreovych funkcii nulové:

127
jjf 3 Q cosm(pP (cosg)dcosgd(o a ﬂj cosS)] dcosS.

-10

Pretoze, okrem toho, ako sme uz videli (1.10.6):

[ (] ar- i

2n+1(n—m)!’

tak pre koeficient a, moZeme pisat’

_ / 127
a :(n m): 2n+1J‘If 8,¢)cos mp P" (cos 9)sin9d9dg. (1.13.4)
(n+m)’ -1 0

Analogickym spdsobom najdeme vyjadrenie pre koeficient b, :

/ 127
by = (:+Z / 2n+1J‘J.f (3,¢)sinmp P" (cos 3)sin 3d9dg. (1.13.5)
-10
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Pri hl'adani koeficientu @, vynasobime obe strany rovnice (1.13.3) hodnotou d¢ integrujeme

v hraniciach od 0 do 2z. Pretoze:

2 2
Icosm¢d¢:0 A Isinm¢d¢:o
0 0

dostaneme:
2 © 27 0
_[ f(%.0)dp= Z[aol’n (cos 9) I dgo} =27 a,P,(cos 9).
0 n=0 0 n=0
Posledntl rovnicu opét’ vynasobime P, (cos 9)d cos Ya integrujeme podl'a cos 9 od —1 do +1

a dostaneme.

127

j I f(8.9)dcos9dg = -l[ao [Pn (cos 9)]2 dcos 9,

-10
pretoze v dosledku platnosti podmienky ortogonalnosti Legendreovych polynémov, buda

nulové vSetky integraly tvaru:
1
J- P, (cos 3)P,(cos 3)dcos9; prim#n.
-1

Pretoze okrem toho plati:

i[P" (x)]z b= 2n2+1 ’

tak pre koeficient g, dostaneme:

2z
224_1'[_[f(l9,(p)Pn(cosn9)sinl9dl9d(p. (1.13.6)
4 00

a, =

Po urceni koeficientov moZeme rad (1.13.3) pre funkciu Y, (9’,(p’) napisat’ nasledovne:

2
Y (9.9)= 2ntl .[If(S,(o)Pn(cosS)sianQd(p}Pn(cos@')+
00

47

72z
cos mg' G, @)cosme P" (cos §)sin3dIdp+
+i(n—m)/.2n+1 (p}[}[f( (0) v ( ) v
=(n+m)! 2z _ N ' .
+smmgpjjf(3,go)smm¢ P" (cos 3)szn9d9d(0
00

P (cos 9).

Po zrejmych Gpravach moézeme posledny vyraz napisat’ v jednoduchSom tvare:
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2z

J..[f 3,9)P,(cos 9)P,(cos ¥)sinIdIdp+
00

% (9,’¢,):2n+1

n

1.13.7
7 3 @ P’" (cos 3) (cosS) ( )

4 n n—m.”
2 (n+m).'£'([

m=1

d9dg

cosm qo Q )szn8

Pretoze podl'a vyrazu (1.13.2):

T2r
Y,(9.0)= 2”+1jjf“9gp )P, (cosy)sin3d 9,

n

tak z porovnania pravych ¢asti obidvoch poslednych vyrazov dostaneme:

f(%.9)P, (cosy)sin3dIp =

O ey
o'—.g’

Pn (cos S)P (cos )+

72z
- _ n3dSde,
'!--O[f 22 n P’” cos&)P’”(cole)cosm((p—go') o 4
(n+m)
alebo
1 (n—m)/ ,
P, (cosy)=P,(cos9)P,(cos 9 )+2 Z (- )/P (cos 3) P" (cos 3 )cosm(p—¢'),
n+m

kde cosy =cos Gcos § +sin3sin 9 cos(p—¢'). Tento vzt'ah sa nazyva aj teorémom zloZzenia

sférickych funkeii.
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2. Priklady na sférické funkcie

2.1 Vodiva gula v poli jednosmerného prudu

Ako priklad na pouzitie sférickych funkcii uvedieme ulohu o rusivom ucinku vodivej
gule umiestnenej v prostredi, ktorym pretekd jednosmerny elektricky prad. Predpokladajme, Ze
vodivost’ prostredia je o1, vodivost’ materidlu gule je o> a polomer gule je a. Suradnicovy
pociatok zvolime v strede gule, os x je orientovand v smere teCenia prudu, ktorého pole je

charakterizované tym, ze je homogénne:

i=—o 2 _onst. @2.1.1)
" ox

kde ¢, ozna¢ime potencidlovll funkciu. Vzhl'adom na poslednt rovnicu a poslednil vetu
mozeme tvrdit’, ze tato rovnica je iba funkciou premennej x, majicou tvar:
i

9= ——x. 2.1.2)
0,

Pritomnostou vodivej gule sa homogénne pole zdeformuje a bude uréené inymi funkciami.
Predpokladame, Ze sa tento deformac¢ny ui€inok prejavi v tom, ze v priestore, vzh'adom na gul'u

vonkajSom, potencidlna funkcia bude mat’ tvar:
P=0+0,,
a vnutri gule:
P, =Pt ;s
kde ¢ a ¢, st dopliujuce funkcie, ktorych existencia je spita s u€inkom gule. Pretoze ¢, a ¢,
ako potencidlové funkcie vyhovuju Laplaceovej rovnici, a pretoze ¢,tiez vyhovuje tejto
funkecii, tak funkcie ¢, a ¢, moZeme ziskat’ ako rieSenia Laplaceovych rovnic.
O deformac¢nych potencidloch ¢,a ¢, moézeme tvrdit, Ze musia byt symetrické

vzhl'adom k osi x. Preto vo sférickych stradniciach s poc¢iatkom v strede gule a polarnou osou
identickou s osou x, tieto funkcie nebudu zavislé na ekvatoridlnej premennej a zavisia len na
radidlnej premennej » a polarnej premennej 3. V ddsledku toho, diferencialna rovnica pre tieto

funkcie, napisand vo sférickych suradniciach, bude vyzerat’ nasledovne:

9 r28—¢ + _1 9 sinSa—(p =0. (2.1.3)
or or sin9 094 084

RieSenie budeme hladat’ uz zndmou Fourierovou separdciou premennych, teda rieSenie

predpokladame v tvare:
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o(r.9)=u(r)-v(39).

Dosadime tento vyraz do (2.1.3) a dostaneme:

o ,0u u O . ,0v
v—|r — |+ —| sin9— =0,
or or) sin9 094 04

1 0( ,0u 1 o( . ,Ov
—— =+ -—| sin$—|=0.
uor or) vsin$ 09 04
LCava strana poslednej rovnice teda predstavuje stcet dvoch na sebe nezavislych funkcii

1 8( zﬁuj
—— | r—|=m,
u or or

1 0 ( . ﬁvj
—| sin8— |=-m.
vsing 09 094

alebo po separacii:

a moézeme pisat’:

RieSenie prvej z rovnic je ndm uz zndme z predoslého textu:

2.1.4
u= —(n+1) ( )
ked sa voli m=n (n + 1) . 'V takom pripade druha rovnica prejde na tvar:
1
i sin&ﬁ +n(n+1)v =0,
sing 09 09
tj. na Legendreovu rovnicu, ktorej riesenie je:
v=ﬂ(cos9), (2.1.5)

kde P, (cos 3) je Legendreov polyném od cos $ radu n. Takto ziskané rieSenie rovnice (2.1.3)

moze byt’ vyjadrené nasledovne:

p(r,8)=> 4,r"P,(cos3)+ B, " (cos ). (2.1.6)
n=0 n=0
Hrladané funkcie musia vyhovovat’ viacerym podmienkam:

1. funkcie ¢,a ¢, musia byt’ v§ade kone¢né,
2. funkcia ¢, vnekonetne vzdialenych bodoch sa musi limitne blizit' k funkcii ¢, —

fyzikélne to znamend, ze vplyv gule sa stane zanedbateIne malym vo velkych
vzdialenostiach od nej,

3. narozhrani gule, t.j. pri » = a, nezavisle na uhle 3, musia byt splnen¢ podmienky:
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t.j. musi platit’ spojitost’ potencialov a ich normélovej zlozky na povrchu gule. Vratme sa teda

k rieSeniu (2.1.6) s ohl'adom na splnenie podmienok: prvy ¢len pravej Casti pri 4, #0 sa
s rastiicim 7 zvac¢Suje bez obmedzenia, a preto vo vyraze pre ¢, takyto ¢len nemoze existovat),
t.j. vo vyraze pre tato funkciu musi byt 4, =0. Podobne, pre druhy ¢len pravej Casti rovnice
(2.1.6) pri r bliziacom sa k nule, sme nuteni predpokladat’, Ze koeficienty B, sa rovnajui nule.

Takto pre splnenie podmienok treba prijat, ze:

o0

@, = ZBnrf(”“)Pn (cos 9),
"= (2.1.7)

@ = iAnr"Pn (cos 3).

n=0
Pri zvolenom tvare ¢, pre dostatocne vel'ké hodnoty r sa tato stane vel'mi malou, a preto
z vyrazu ¢, = @, + ¢, vidime, Ze ¢, sa bude len veI'mi malo liSit’ od potencialu vybudeného pol'a
@, - Takto je splnend aj podmienka 2. Ako sme uviedli:
i i
@y =——Xx=——r1cos 3,
0, 0,

¢o mozeme pomocou Legendreovych polynémov (P1 (cos 8) =cos 9) napisat’ nasledovne:

o, = —Lx = —Lr B(cos 9).
o 0,

Takto mame:

o (r.9)= L, B (cos 3)+ iBnrf("“)Pn (cos 9),

O-l n=0

o, (r.9)= —Lr B (cos 3)+ iAnr”Pn (cos 9).

1 n=0
K urceniu koeficientov 4, a B, pouzijeme podmienky 3. Nakol'ko druhd z podmienok tohto

bodu obsahuje derivaciu podla premennej 7, tak ich v prvom rade najdeme:

o9 _ —LR (cos 3)— i(n +1) B, ", (cos 9),

or o, =

% = —LPl (cos 9) + inAnr”_an (cos 3).

or o, =

Pouzijeme teraz podmienku spojitosti potencidlu a normélovej zlozky prudu a dostaneme.
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['e]

—LaP1 (cos 3)+ ZBnaf("”)Pn (cos 9) = —LaP1 (cos 3)+ iAna"Pn (cos 9),
n=0

0, n=0 0,
i % (n i < .
-0,—~P (cos 3) -0, Z(n + 1) B.a ( +2)Pn (cos 9) =-0,—~R (cos 9) + 0'22 nd.a""'P, (cos 3).
O-l n=0 O-z n=0
Pretoze tieto rovnice musia byt splnené pre vSetky hodnoty 3, tak koeficienty polynémov
rovnakého radu musia si byt navzdjom rovné. Prirovname tieto koeficienty jeden k druhému

a dostaneme dve sustavy rovnic:

Bya™' = 4,
Ba’ = Aa
1 ] 1 ([),
Bna (n+1) — Anan
o,Ba’ =0
i 3 i
-—o0,-20Ba” =-—o0,+0,4,
O-l O-l

~-0,3B,a” =0,24,a (1I).

~o,(n+1)B,a™"? = o,n4,a""

Z prvej rovnice sustavy (II) ihned” vidime, Ze B, =0. V sulade s prvou rovnicou sustavy (I)

mame 4, = 0. Druh¢ rovnice (I) a (II) sistavy moZeme zapisat’ v tvare:

Ba~ =4,
i L)
o,| ———2Ba” |[+—o0,=0,4,
0, O,

Dosadime do druhej rovnice B, a A4, vyjadrené z prvej rovnice a dostaneme:
i
-—(0,-0,)-20,4,=0,4,.
0,
RieSime tuto rovnicu vzhl'adom na 4, a dostaneme:

0,—0, I

4=—""—, (2.1.8)
20,+0, O,
apre B,:
Blz_ﬂ.; (2.1.9)
20,+0, o,

Pretoze vSetky posledné rovnice predstavuju pary rovnakého typu:
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B a—(2n+l) — A )

—o,(n+1)B,a*" =o,nd,,
tak ich budeme riesit’ vo vSeobecnom tvare. Dosadime do druhej rovnice namiesto Bnaf(z"”)
veli€inu 4 z prvej rovnice a dostaneme:
—o0,(n+1)4, =o,n4,,
z ¢oho bezprostredne vyplyva 4, =0 apreto aj B, =0. Takto zo vSetkych koeficientov nam

ostaliiba 4, a B, urcené rovnicami (2.1.8) a (2.1.9), ¢o umozni napisat’ vyrazy pre ¢, (r,,9) a

@, (r,9) v tvare:

qol(r,&’)——ZrPl(COSS)—ﬁ-O%%-r R(cos ),
_ _ (2.1.10)
i o,—0, I
q)z(r,g):—EVE(COSS)—ﬁ-;I-r-E(0059).

Vratime sa k predchadzajucej premennej x vztahom rcos 3 =rF, (cos 8) =X amoZzZeme tieto

rovnice prepisat’ do tvaru:

. 3
a(rd)=-L{1n 222 L)

o, 20,+0, r
i o, — O
r9)=——1+——2|x,
602( ) al( 201+02J

kde r=+x*+)"+z". Ziskany vysledok modze byt interpretovany nasledovne: gula
z vodivého materidlu umiestnend v homogénnom poli pradu spdsobi deformaciu rozdelenia
potencidlu vo vonkajSom prostredi, ekvivalentni existencii dip6lu, umiestnené¢ho v pociatku
systému a s osou v smere 0si x a s momentom rovnym:
_ioima s
o, 20, +0,
Vnutri gule ostava pole potencidlu homogénnym, ale meni sa v hodnote, pricom zachovava

povodny smer.

Na Obr. 2 je znazornenie ekvipotenciondlnych Ciar v blizkosti gule vysSej vodivosti ako

. o .o . , , . .
vodivost’ vonkajsej oblasti [—2: 3]. Rozdelenie je zndzornené pre rovinu rovnobezni so

0,

smerom prudu a prechddzajucou stredom gule.
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Obr. 2: Ekvipotenciondlne linie v blizkosti gule s vodivost'ou vysSou ako vodivost’ okolia.

2.2 Vodiva gul’a v poli bodového zdroja prudu

Zlozitejsim je rieSenie ulohy o deformac¢nom vplyve gule na rozlozenie potencialu
bodového zdroja. Touto ulohou sa budeme zaoberat’, pretoze niektoré jej dosledky su dolezité
v geoelektrickom prieskume.

Predpokladajme, ze vo vzdialenosti d od stredu gule polomeru a sa v bode 4 nachadza

bodova elektroda, ktorou je do pody vedeny prud /. Material gule ma vodivost’ o, , material
okolitého prostredia o,. Treba najst’ rozloZenie potencidlu v guli i mimo nej. Potencilne
funkcie v guli a mimo nej oznac¢ime ako v predoSlom priklade ¢, a ¢,. M6Zeme pisat,, Ze tieto
funkcie maju tvar:

O =0, T,
O, =@yt @,

kde ¢, je potencidlom pol'a bodového zdroja neovplyvnenim pritomnost'ou gule a ¢, a ¢, st

funkcie urcujice deforméciu vysledného pola vplyvom gule vo vonkajSom a vnutornom
prostredi. Mozno predpokladat’, ze tento deformacny ucinok bude symetricky vzh'adom na os
prechadzajucu stredom gule a zdrojom. Tto os zvolime za polarnu os stradnicovej sustavy

sférickych stradnic. Pociatok tohto systému bude v strede gule, a tak funkcie ¢, a ¢, budu

zavisiet’ len od premennych r a 3. Preto, podl'a predpokladov analogickych s tymi, ktoré sme
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pouzili pri rieSeni predchadzajiicej ulohy, sme opravneni povazovat' funkcie (pe(r,19) a

¢, (r.9) za rieSenia rovnice:

3 r28—¢ + ! i SinSa—(p =0.
or or sind 094 084

Uz vieme, zZe vSeobecnym rieSenim tejto rovnice je funkcia:

o(r.9)= i A" P, (cos 9)+ i B,r "B (cos 9).
n=0 n=0
Funkcie ¢, (r,S) a o, (r,S) okrem toho musia vyhovovat’ podmienkam:
1. Funkcie ¢, (r,9) a ¢,(r,9) musia byt v§ade kone¢né,

2. privelmi velkych hodnotach r a nezavisle na premennej 9 funkcia ¢, (r, 9) sa musi blizit’

k nule,

3. napovrchu gule, t.j. pri » =a musia byt splnené rovnice:

qpl(a,S):goz (a,,9),

(Gl %j :(0'2 aaquj .
7 Ji=a 7 ) r=a

Aby boli splnené podmienky 1 a 2, je nutné, ako uz vieme, aby ¢, (r,9) a ¢,(r,9) mali tvar:

Q= Z A" P, (cos 9),

0, = ZBnr_("H)Pn (cos 9).

n=0
Potencialna funkcia ¢, pre bodovy zdroj v homogénnom prostredi méa znama:

I 1

- 4no, R’

(2

kde R je vzdialenost’ medzi zdrojom a bodom (vypoctu), v ktorom je potencidl skiimany.
Polohu tohto bodu (vypoctu) ur¢ime premennymi » a 3, pri¢om pri nasej vol’be siradnicového

systému je poloha zdroja r, =d a 8, =0, tak poloha bodu vypoctu bude:

R:\/dz—Zm’cos.9+r2 .
Podl'a podmienok ulohy sa elektroéda nachadza mimo gule a preto pre body vo vzdialenosti
mensej ako d, bude » (poloha bodu vypoctu od stredu vodivej gule) mensSie ako d. Preto

uvazujuc také body, mdzeme napisat’:
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2
R=d 1—2Lcosl9+(£j ,
d d

pricom 2 <1. V takom pripade m6zeme napisat’ vyraz pre ¢, (r, 9) :

0

—z( j (cos 8).

4ro, d 15

V stlade s napisanym vyrazom pre ¢, moZeme napisat’:

8

o (r,9)= ! li(%) P, (cos 19)+2Bnr_("+l)f; (cos 9),

n=0

o, (r.9)= ! %i(%) ﬂ(cos9)+2Anr”ﬂ (cos 9),

alebo, ak pre kratkost’ ozna¢ime = L, tak po zrejme Gprave mame:

4ro,

z[ "“)}choss),
=0

%[ i)

n=0

Derivacie obidvoch funkcii podla » budu:

%— N nrn_l _ —(n+2)
S .

0P, ~> .| L
a—rz:an 1[dn+l+An}Pn(cosl9).

n=0

Zostavime rovnice pre podmienku 3 a dostaneme:

£ n—1
O'IZ|:L ’;am ~(n+1)B,a " } P,(cos9)=0,) na"" [dil + An}Pn (cos 3).

n=0
Pretoze vSetky tieto rovnice musia platit’ pre kazdy uhol 4, je nutné aby boli navzdjom rovné
koeficienty stojace pri Legendreovych polyndémoch rovnakych radov. Po zostaveni tychto

rovnic, dostaneme sustavu, ktort mozeme vseobecne zapisat’ nasledovne:

La1+Ba("+l) La1+Aa”
dn+ n dn+ n 0 l 2
n=0,1,
L n—1 - L n—1
! Zil 0'1(n+1)Bna( 2 - . Zil +o,n4,a""
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Po zrejmych Gpravach moézeme tieto sustavy rovnic napisat’ v jednoduchSom tvare:
_ 2n+l
B =a""4,
il op=0,1,2,....
((71 o, )Lna
dn+l

o,4,na’"" + o, (n+1)B, =

Dosadime za B, vyraz obsahujuci A4, zprvej rovnice do druhej apo vykriteni a”"

dostavame:
o,An+o, (n + l)An = L(()-%

z ¢oho mame:

n(al—az) . 1

A =L
" no,+(n+l)o, d"

azvyrazumedzi 4, a B,, znameho z prvej rovnice:

2n+l

n(c,-o,) a

B =L .
" no,+(n+l)o, d"

I’l(Ul —02)

no, +(n+l)al

Ked’ tu oznac¢ime pre kratkost’ sucinitel’ symbolom p , tak tieto vyrazy prejda

na tvar:
L
A’l = danrnl
a
2n+1
a
B = 7 Lp,.

S tymto oznacenim vyrazy pre potencial budu:

2n+1

:LZ|:dn+l +pl’l dn+1 n+l i|R’l (COS l9) =
) 2n+l
( Z dn+l n+1 COS 3))’

=0

(2.2.1)

n

7’ ]9 :LZ|:dn+l +pn dn+1:|R’l(COS19):

(2.2.2)

n

= L{%+§pn dr,m P, (cos 9)}

V osobitnom pripade idedlne vodivej gule sa vyrazy pre potencial zjednodusia, pretoze:
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pnz{ n(o,—o,) } .
no, +(n+1)0'1
0y —>®©

a
1 0 a2n+1
(01 :(72 _)OO:L(E_Z_(;WP”(COSQ)]’ (223)
0, =0, > 0= L{%+ z T — P, (cos 9)} (2.2.4)

Ked méame zostrojit’ ku guli zrkadlené zobrazenia zdroja, tak jeho poloha sa urci suradnicami

2
a

r= = a ¢ =0.Poumiestneny fiktivneho zdroja vel'kosti —SL do tohto bodu, mézeme potom

vypocitat’ potencidl nim dany vo vonkajSom prostredi podla vyrazu:

1
d R

kde R" je vzdialenost medzi bodmi so stradnicami 7,  a zrkadlenym zobrazenim fiktivneho

zdroja, ktora sa urci nasledovne:

. a’ ’ a’
R = || = | —2r—cos 9+r*.
d d

Pretoze bod, pre ktory sa hl'ada potencial lezi na zrkadlujicom rozhrani (na zrkadle, na ,,pol-

113 a2 v . ,
ceste), tak » > > a preto po vynati » spod odmocniny mame:

. a’ ’ a’
R =r||—| -2—cos%+1.
rd rd

v tvare:

rd

:_i(r j (cos 9).

n=0

I4 e ., *
Tento vyraz dosadime do vzorca pre potencidl ¢ a dostaneme:

a 2n+1

2 a" =
:—Ld z REpTRL COSS) L;r”Td”“R’ (0059).

Porovname tento vzorec s vyrazom (2.2.3) a vidime, Ze ide o zhodu jej druhého ¢lena s ¢".

Preto vyraz pre potencial mozno napisat’ nasledovne:
1)oy—>o
2
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Tento vysledok, znamy zteodrie fyziky, moze byt interpretovany nasledovne: potencial

bodového zdroja v pritomnosti idedlne vodivej gule mdze byt urceny, ako suma potencialov od

skuto¢ného a fiktivneho zdroja (Co je podstata metody zrkadlenia). Intenzita tohto fiktivneho
. , . . « . . , . a .. R
zdroja bude rovna intenzite skutocného zdroja, nasobené¢ho R Jeho poloha je identicka

s bodovym obrazom skutocného zdroja. Podl'a vyrazu (2.2.4) mdézeme napisat’ jednoduchsi
vyraz, ak uvazime:

1 &
i ;d”“ P (cos 9).

Zavedenim tohto oznacenia, dostaneme:

I 1
(@)=t )0

t.J. potencial vSetkych bodov takejto idedlne vodivej gule bude rovny nule.

Vratime sa teraz k vSeobecnym vyrazom (2.2.1) a (2.2.2) a predvedieme rad vypoctov,
na ilustrovanie operacii s Legendreovymi polynémami. Casto sa riesi uloha najst’ vyraz na
vycislenie zdanlivého odporu v roznych bodoch vonkajSieho i vnutorného prostredia gule.
Prakticky zmysel tychto vypoctov si modzZeme ujasnit’ nasledovne — predpokladajme, Ze
prevedieme pozorovanie/meranie okolo jednej elektrody A, nachadzajicej sa na povrchu pody
(Obr. 3). V urcitej vzdialenosti od tejto elektrody sa nachadza pologul'ova oblast’, vyplnena
materidlom inej vodivosti, ako je vodivost’ okolitého prostredia, v ktorom je elektroda A. Je
potrebné najst’ rozdelenie zdanlivého Specifického odporu tejto pologul'ovej oblasti i mimo nej.
Ako je zname, pri rieSeni tloh kde vystupuje rozhranie zem — vzduch, cely spodny polpriestor
sa odraza od povrchu a vrchné prostredie sa povazuje za vyplnené tym istym prostredim, ako
prostredie pod povrchom. Vykoname aj v naSej tlohe takéto odrazenie/zrkadlenie a dostaneme
vodivy priestor, v ktorom su umiestené elektroda aj gula s vodivostou inou, ako okolity
priestor, pricom rozlozenie zdanlivého Specifického odporu je treba najst’ na rovine urcene;j
priemerom gule a prechadzajucou elektrodou. Takto postavend tloha sa zrejme riesi vysSie

odvodenymi vzorcami.
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Obr. 3: K rozdeleniu Specifického odporu pologul'ovej oblasti.

Ako je zname, vypocet zdanlivého Specifického odporu sa v pripade jedinej elektrody

prevedie vyrazmi:

E
=Z27R?,
r 1
2
) R (MN) (2.2.5)
' v 2
=—72rx
p 1 MN

Prvy vzorec je upraveny pre nepatrni vzdialenost’ medzi potencidlovymi elektrédami M a N.

V tychto vzorcoch je R vzdialenost stredu elektrod MN a sytiacej elektrody. E je intenzita pol'a,

. o, 0 . A . . .
teoreticky urc¢ené derivaciou —a—z , prakticky vSak rovné M_]‘:/ , kde Av je potencidlovy rozdiel,

namerany medzi elektrodami M a N. Treba podotknut, Ze elektrody M a N sa v praxi
nachddzaju na priamke vedenej z bodu 4. Tento predpoklad je ddlezity pri pouziti druhej
z napisanych rovnic. Aby sme si mohli urobit’ predstavu o merani zdanlivého Specifického
odporu mimo gulu iv nej, vypoditame derivaciu potencialu pozdiz niektorého smeru —
predpokladaného smeru pohybu elektrédového meracieho usporiadania, prechadzajuceho
elektrédou 4. Pretoze vzdialenost elektrody A4 a meracich elektrod MN (teoreticky s nekonecne
malym MN) je oznacend R, tak dostaneme:

8(0 1 8 o0 a2n+1 )
E :——l:L —_— —— P (cos 8 — mimo UIC,
1 8R |:R2 aR pr pn dn+1rn+l n ( ) g

=90 _, 1 o5 7

2T TR T {RZ oR =P g

P, (cos 19)} —v guli.

Druhé ¢leny v hranatych zatvorkdch mozeme urcit’ nasledovne:

47



2n+1

0 & a
—ZPnWPn(COSg):

aR n=0
= a"' | n+lor oP, (cos9) 6c0s3 0 <

Sy, 4 nHLO s 9) - S 2 9)=
;pn dn+1rn+l|: 2 GR n(COS ) 80059 j| RZ:(:' dn+l n COS )

> r" | 'nor P, (cos ) dcos 9
- 2 p(cos9)+ : .
27 { (cos 9)+ dcos 9 OR }

Smer R urc¢ime uhlom a (Obr. 4), ktory zviera tento smer s polarnou osou nami zvoleného

suradnicového systému. V takom pripade mozeme pisat’:

Obr. 4;: K uréeniu smeru R.

r=vR>—2Rd cosa +d* . (2.2.6)
Potrebna derivécia potom je:

ﬁ_ R—-dcosa
OR \/R2—2Rafcosa+d2 .

(2.2.7)

Posledné vyplyva konecne bezprostredne z obrazku. Z trojuholnika AOP mézeme pre kosinus

uhla & napisat’:
cosgzd—Rcosa ,
r
z ¢oho:
d—R R-d
acosg:% —rcosa—(d—Rcosa)ﬂ =L2 —rcosa—( cosa)( cosa) =
OR 7 dR 7 r

:%[—(rz +2Rd cos a — R* —a’z)cosoz—Rdsin2 a].
r

Zo vzorca pre r vyplyva, Ze vyraz, stojaci v okrtthlych zatvorkach je rovny nule, preto:

dcos & 3 Rd sin’* a
OR P '

(2.2.8)
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Z teodrie Legendreovych polyndmov pozndme vzorec:

P, (cos 9) _on+l [P

n+l

ocos 9 sin® 9

ktory umoziuje vyjadrit’ derivacie Legendreovych polynémov pomocou polyndémov vysSich

(cos 9)—cos 9P (cos 9)] , (2.2.9)

rddov. Dosadime vyrazy (2.2.7), (2.2.8) a (2.2.9) do vzorcov pre derivacie ivodnych sum
a dostaneme:

n+1'R—dcosa

© 2n+1 © 2n+1 F, (COS ‘9) -
_a% dp:ff n+l Pfl (COS 9) 5:“ n+l R; . 1 ’
0@ T "0 sin” a-(n+ I: > 1 (cos 3)—cos 9P, (cos 3):'
P sin® 9
S R Rodeosd p osg)t
“ap P,,Vl F, (COS ‘9) = P,,’”l ' . 2 '
OR = d" = d"™ | Rdsin” a- n +1

Tg [ > 1 (cos 9) cosz9Pn(cosl9)]
¥ sin

Pretoze z trojuholnika AOP (Obr. 4) vyplyva vzt'ah:

sino

r
- )
sin$ R
tak mézeme tieto vzorce prepisat’:

0 & pa 20+l » pnaz"” n+1 [R R- dcosa)+rdcos ,9:|P cos 3)
n+1 n+l n COS 8 z n+l_ n+3 >
" 0R —=d im0 d" "R \rdP,, (cos9)

n+l

zp r (cosz9) pL”’z I:nR(R—dcosa)—(n+l)rdc0519:|Pn(cos3)+
8R pTERL ~ J"™R rd(n+1)P,,, (cos 9)

Dosadime tieto vyrazy do vzorcov pre E, a E, a dostaneme.

© 2n+1
{ Z P, @ (nrl) {[R R—dcosa)+rdcos 9] P,(cos )~ rdP,M(COSlg)}}:

—~ dn+l n+3R
Z 72 |[ nR(R—d cosa)—(n+1)rd cos 9] P, (cos 9)
= d"'R |+rd (n+1)P,, (cos 9) '

Po dosadeni tychto vyrazov do rovnice (2.2.5), dostaneme vyrazy k vypoctu zdanlivych

Specifickych odporov:

© 2n+1
p=p {1 +>.p, %(Zjl){[R(R —d cos a)+rd cos | P, (cos §) - rdP,,, (cos 19)}}
n=0 r

-2 p {[nR(R —dcosa)—(n+1)rd cos SJPn (cos 9) +}}

1-
p= ,01{ zpn d"" | rd(n+1)P,, (cos 9)
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Ked smer R prechadza stredom gule, tak je o =0 alebo z, ked’ sa bod nachddza na opacnej
strane zdroja, ako stred gule, uhol 3 méze nadobudat’ hodnotu bud’ 0 (bod na tej istej strane ako
stred gule) alebo 7 (bod a zdroj na réznych stranach od stredu gule). V jednom aj druhom
pripade sa vzorce zdanlivého Specifického odporu znacne zjednodusia. Podl'a rovnic:
F(1)=1
B (-1)=(-1)",
Legendreove polyndmy stojace v pravej Casti tychto dvoch rovnic, maju hodnoty rovné 1 so
znamienkom plus alebo minus. Preto pre body, leziace medzi elektrodou a stredom gule

(¢ =0,9=0) budeme mat:
) 2n+l p2
p’:pl{l Z n+l pnal—Rz}, kde r=d -R,
e d?‘l+ r}’l+
pre body nachadzajice sa medzi 4 a K (Obr. 3), a pre body medzi K a 0 méme:

n-1p2
p = p]{1+2npnran} kde r=d-R.

n=0
Pre body nachadzajice sa na opacnej strane od stredu 0, ako je zdroj (a =0,9 =) mame:
' - n r R2
P =p I—Z(—l) npnF ,kde r=R-d
n=0

pre body leziace medzi 0 a L, a pre body nachédzajuce sa napravo od bodu L mame:

2n+l p2
p pl{1+z n+1)pnﬁ}’ kde r=R-d.
n=0 r

Nakoniec, v bodoch nachédzajicich sa na opacnej strane od zdroja, ako stred gule

(a=0,9=0) (nal'avo od bodu 4, Obr. 3) mame:

© 2n+l p2
o =p {1+Z(n+l)pn:;nTﬁz}, kde r=R+d .
r

n=0
Ku kompletnému rieSeniu nasej tlohy treba este riesit pripad, kedy sa elektroda nachadza
v guli. Nech je teda Specifickd vodivost' materidlu, ktory vypliuje gulu o,, vodivost
vonkajSieho prostredia je o, a polomer gule je a (Obr. 5). Vzdialenost’ elektrody od stredu

gule je d, stred gule je pociatkom sférickych stradnic, polarna os prechddza zdrojom.
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Obr. 5: K rieSeniu v guli.

V dosledku osovej symetrie v rozdeleni potencidlu, ktora plati v danom pripade,

diferencidlnou rovnicou urcujicou deformacny ucinok gulového rozhrania na pole zdroja,

bude:
i rza—(o + ! i Sinﬁﬁ—gp =0.
or or sin% 09 09

Pouzijeme tu istu metodu rieSenia tejto rovnice, ako bola pouzita v predchadzajucom pripade

a moézeme napisat’ pre funkciu, ktord urcuje deformaciu vo vonkajSom prostredi:
Q= iBnrf("H)Pn (cos ),
n=0
a pre funkciu, ktord umoziuje najst’ deformacny ucinok v guli:
Q= iA”r”Pn (cos 9) .
n=0
Potencidlna funkcia pre zdroj umiestneny v homogénnom prostredi vodivosti o, je:

1
4ro,R

2

Ked’ oznac¢ime ako predtym = L, tak m6zeme posledny vyraz napisat’ aj takto:

0,

L

4 :E’

pricom R =~d* —2drcos 9+ . Pre body nachadzajuce sa pri povrchu gule v jej vnutri
imimo nej, bude r vicSie ako d (elektroda je vnutri gule) a mdéZeme rozlozit R do radu

Legendreovych polynomov:

00 n

d
@, = Lz o P (cos 9) .

n=0
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Takto vzorec potencialu ¢, (r,9) bodov leziacich mimo gul'u a potencialu ¢, (r,9) bodov

leziacich v guli, méZeme pisat’ nasledujlice vztahy:

o = i[wl + Bnr("“)}Pn (cos ),
r

n=0

®, = i{LZT + Anr”}f; (cos 9).
,

n=0

Pretoze na povrchu gule musia platit’ podmienky spojitosti potencidlu a normélovej zlozky

pradu, tak mézeme pisat’:

i{LZT+Bna(”“) > (cos 9) i{Ldn—i-Aa } > (cos 9),
a

n=0 n=0] 4

—O'li{(n;tzl)(Ldn-‘an) (cos 9 20'25“{ n+1) Ld"+nAa }Bq(cos&).
a

n=0 n=

Ked’ porovndme medzi sebou koeficienty stojace pri Legendreovych polynémoch rovnakého
radu, dostaneme ststavu rovnic, ktord mézeme napisat’ nasledovne:

Bn — Ana2n+1 O 1 2
n=0,12....
oL(n+1)d" +o,(n+1)B, =0, (n+1)Ld" —o,nd,a’""

RieSenim tejto stistavy rovnic vzhladom na 4, a B, dostaneme:

(n+1) o, —0'1). d"

(
A =L ,
! no,+(n+1)o, a*"
(

alebo, ak pre zjednoduSenie oznac¢ime = p,, tak dostaneme:

A =Lp-

2n+l’
B =Lp -d"

Pri tychto hodnotach 4, a B,, vyrazy pre potencial ¢, (r,9) a ¢, (r,9) budi:
1 & ,d"
@ = L|:E+ ;pn o P (cos 3)}
= |:—+ i dzm P cos 19)}

Vyraz pre potencial vo vonkajSom prostredi potom mdézeme prepisat’ aj nasledovne:
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n+1 01) d" I & (2n+l)a2 d"
P 3) = P 9).
,,Z;‘{ no, (n+1) } (cos ) 4ro, i (n+1)o, +no, r' :(cos9)

Poslednt rovnicu upravime (nasobime pravu Cast’ ¢lenom o, a osamostatnime prvy ¢len sumy

zodpovedajuci n =0) a dostaneme

¢1(r,3):

—+ P(cos19) .

n+l T n

I {1 2 (2n+l)o, d"

4ro, | r o (n+1)o +no, r

Ked’ tu polozime o, — o0, tak vSetky ¢leny sumy zmiznu a dostaneme:

(o (’”"9))02%00 =

t.j. nezavisle od miesta zavedenia prudu vo vnutri idealne vodivej gule je potencial takéhoto

I 1

5
4ro, r

zdroja vo vonkajSom prostredi ekvivalentny potencialu zdroja, nachadzajiceho sa v strede gule.
Aby sme v danom pripade nasli vzorec pre zdanlivy Specificky odpor, najdeme derivacie

funkcii @, a ¢, pozdiz smeru R, prechadzajuceho zdrojom pod uhlom a k polarnej osi.

Derivacia podl'a R teda je:

E=- { > 'd'{”“ﬁ P, (cos 8)—— ap”(ws‘g)-acosﬂ},
n=0

6R "2 OR " P Ocos 9 OR

op, < | Or P, (cos 3) dcos 9
E,=-2% P (cos )+ 2 : .
2= "R " { e 2"*{ or s S e TR }}

=0

Pretoze z trojuholnika AOP (Obr. 5) vyplyva, Ze:

r:\/R2 —2Rdcosa+d?*,

cos 9 — R—dcosa}
r
tak
1 _R-dcosa
OR r '
ocos 3 __Rdsinza
OR e '
Okrem toho:

OP, (cos 9 n+1
aioslg ) - [Pn+1 (cos 3)—cos IP, (cos 9)] :

or dcos§  OP (cos9)
Dosadime tieto vyrazy pre derivacie —, a
OR OR 0cos 9

do vzorcov pre Ei akE»
a dostaneme:
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r(R—dcosa)P,(cos 9)-
1 d"
E =L 2+zpn n+4(n+1) Rd sin’ o

R 5 W{PHH(COSQ)—COS 9P, (cos 9)}
s | nr(R—dcosa)P,(cos 9)-
E=io=> 0 | i
2= 2 n T 2w sin” a
R 5% a m(ﬂ+l){PH+l(cos 9)—cos 9P, (cos 9)}

Pretoze pouzitie sinusovej vety v trojuholniku AOP da:

sina _r
- -
sind R

tak po dosadeni tohto pomeru do rovnic pre £ a E> dostaneme

1 &, d"
E = L{F"‘;Pn R (n+1)[{R(R—dcosa)+rdcos S}Pn (cos 19)—1%1’1"”+1 (cos 9)}}

=0 "HR (n+1)rdl‘;+1 (cos 9)

Koeficienty stojace pri P, (cos 3) mozeme d’alej vyjadrit’ nasledovne:

R(R—dcosa)+rdcos3:R(R—dcosa)—d(d—Rcosa)
=R*-2Rdcosa+d* =r?,
nR(R—dcosa)+(n+1)rdcos9=nR(R—dcosa)+(n+l)d(d—Rcosa):
=nr2+d(d—Rcosa).

Tieto vyrazy dosadime do poslednych rovnic a dostavame:

n

d
E, L{R—+2pn — R (n+1) [rP (cos 3)— dRHl(cosS)]},

n-2

{ i "M [{nrz +d(d - Rcos a)} P, (cos 3)—(n+1)rdP,, (cos 19)}}

=0
S ohl'adom na:
I _lp
dno, 4Ar’
vyuzijeme rovnicu (2.2.5) v ktorej sme namiesto 27z zaviedli 4z, nakol’ko tu ide o cely priestor,

dostaneme vzorec zdanlivého Specifického odporu:

n

£ =p, {1+i“p; d,,f (n+1)[ P, (cos $)—dP,,, (cos 3)]}
n=0

p = pz{l ipnd;;z[{nr +d(d- Rcosa)}Pn(cosg) (n+l)rd1’n+l(cosl9)]}.

n=0
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Uvazujme teraz pripad analogicky pripade zprvej Casti tohto paragrafu — meranie
zdanlivého $pecifického odporu pozdiz priamky na povrchu pody, prechadzajucej stredom

pologulovej oblasti polomeru a, vyplnenej materidlom so Specifickym odporom p,.

Predpokladajme, Ze sytiaca elektréda sa nachddza vo vnutri oblasti. Vzorec zdanlivého
Specifického odporu mézeme ziskat’ z odvodenych vyrazov ak dame konkrétne hodnoty uhlom
o a 9. Lahko sa presved¢ime, ze pre body leziace na priamke z tej istej strany stredu 0 (Obr. 6)
pologul'ovej oblasti, ako je elektroda 4, je uhol $=0, pre body leziace na opacnej strane od

stred 0, je uhol $=7.

o] \ 02

Obr. 6: Poloha zdroja A4 v guli.

Dalej, pre body leziace na rovnakej strane od elektrody A4 ako stred 0, je =0,
a nakoniec pre body leZiace na opacnej strane od A ako stred 0, je o = 7. Po uvazeni tychto

predpokladov a ked’ berieme do uvahy, Ze:
B(1)=1

F(=1)=(-1)",
dostaneme pre zdanlivy Specificky odpor rieSenia v zavislosti polohy bodu vypoctu na priamke

prechadzajucej cez bod A4 a stred 0. Pre body nachddzajuce sa napravo od K mame vyraz:

np2

p':pz{l+ip; dﬂi (n+l)},kde r=R+d,
r

n=0

d’alej pre body leziace medzi 4 a K:

0 n_n-1p2

p’:pz{l—an;rz—nHR}, kde r =R+d,
n=0 a

d’alej pre body nachddzajuce sa medzi 0 a A mame:

© n_n-1p2
p’:pz{1+2np;d’ﬂTﬂR},kde r=d-R,
a

n=0
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d’alej pre body nachddzajuce sa medzi L a 0 méme:

, ) " . dnrn—lRZ
p'=p,| 1= (-1) np, ———|.kde r=R-d,
n=0 a
a nakoniec pre body leziace nal'avo od L:
o0 np2
p':p{l—Z(—l)"(n+1)p; dni },kde r=R-d.
n=0 r

ri poznani rieSenia ulo re jednu elektrodu, l'ahko, s pouzitim zakona superpozicie
P lohy d lektrodu, lahko, t k

potencidlov, mézeme rieSenie zovseobecnit’ na pripad dvoch sytiacich elektrod.

2.3 Gaussova teoria zemského magnetizmu

Uloha o zakonitostiach, ktorym je podrobené rozdelenie magnetizmu na zemskom
povrchu, je objektom mnohych vyskumov. Ich zidkladom bol predpoklad zmagnetizovani
Zeme. Tieto predpoklady mali ¢asto umely charakter a tazko ocakéavat ich zodpovedanie
skutocnosti.

Pochybnosti o opravnenosti hypotézy o rozdeleni magnetickych hmot v Zemi, priSiel
Gauss s myslienkou vyskumu zemského magnetického pol'a bez tychto hypotéz o distribtcii
magnetizmu vo vnutri Zeme. Tuto mysSlienku dokézal vypracovanim teorie zemského
magnetizmu, ktord neskor dostala jeho meno. Predpokladom v Gaussovych pracach je len
uznanie skutocnosti pritomnosti magnetickych hmot v Zemi. Preto magneticky potencial vo

vonkajSom priestore mozno urc¢it’ vyrazom:
U= I ﬁd T,
: P

kde u je hustota rozdelenia magnetickych hmoét v elementarnom objeme dz, p je vzdialenost
medzi elementdrnym objemom dr a bodu, v ktorom hl'adame potencial a integracia prebieha
cez cely objem Zeme 7, ktort Gauss uvazoval vo sférickej aproximaécii s polomerom R. Ked’
zemsky stred povazujeme za pociatok sférického stradnicového systému a polarnu os
stotoznime s osou rotécie, tak po urceni suradnic elementu dr a bodu, v ktorom potencial

hladame, pomocou trojic »',.¢',¢" a r,3,¢, moézeme pre veli¢inu p pisat’:

p= \/r2 —2rr'cosy+1"”,
kde r>r" (bod vypoétu je mimo Zem) a uhol y sa ur¢i vzt'ahom:
cosy =cos 3cos 9 + sin 9sind’ cos ((p -9').
Pri tychto oznaceniach mézeme napisat’ rad:
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m

= 7
Z n+l 71 COS]/

1_
p n=0 1

a pretoze:

P (cos 7/) =P (COSS)P (cos9 +2Z ;/P’" (cosS)P’” (cos9 )cosm(w—(p') ,
(n+m

tak vyraz pre potencial mézeme vyjadrit’ nasledovne:

) P(cos@) (cosz9)

S 7"' 122 -2 qf i ' i
U= Fdde'dr' =
'T['unz_(; s ZZn—m;Pm (cosS)Pm (COS3 )COSWL((D (p') n v
n+m

0089 j,ur cosz9)dr+

— i 1 P (cos ) cos m(DJ- ur'""P" (cos &) cos mg'dr +

n—0 ’,”Hl + N (n_m),

= (nm)! P (cos 9)sin M(pJ- ur'" P" (cos &) sinme'dr

Oznacime teraz integralne vyrazy nasledovne:

I,ur'”Pn (cos¥)dr=a,,,

22 j,ur'”P’"(cosS)cosmgo'dr a, (2.3.1)
n+m)
2(— ,ur'”P'" cos & )sinmgp'dr =b, .
(
n+m)

Potom moézZeme vyraz pre potencial napisat’ takto:

n-07¥

U= i nlﬂ{ cosz9 z n+m ( a,, cosm(0+bnymsinm(p)Pn"’(COSQ)

Gauss zvolil pre koeficienty a,,, a b, tvar:
an‘m — g:lanJrZ}
a, =h"R".
Pomocou tychto koeficientov a po zavedeni pridruzenych Legendreovych polynomov v tzv.

Schmidtovom tvare:

mdzeme pre potencial U napisat’ jednoduchsi vyraz:
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n

) n+2
U= Z;‘ I:M {gSPn (cos 3)+ (g;” cosmp+h sin mgo)}_)n’" (cos 9)} : (2.3.2)

m=1

V poslednej sume urobime este jednu operaciu. Jej prvy Clen je rovny:

2
R g0P (cos 9) =20,
r r

apo ureni a,, z(2.3.1) bude mat’ tvar:
1
— | pudr.
Al

Pretoze v akomkol'vek telese je suma vSetkych fiktivnych magnetickych hmot rovna nule, tak

prvy ¢len sumy (2.3.2) vypadne a vyraz pre U mozno pisat’:

n+l

e n+2 n
U= R {gSPn (cos 9)+Z(g;” cosmp+h sin mgo)}_)n’" (cos 9)} , (2.3.3)

n=l1 m=1
kde teda sumacia podla n za¢ina od jednotky.
Ked pozname vyraz pre potencidlovi funkciu, je I'ahko najst’ aj vyrazy pre zlozky pola.
Ked’ zavedieme pravouhlé suradnice X, Y, Z orientované nasledovne:
a)  smer X vedie po geografickom poludniku kladnou ¢ast'ou k severu,
b)  smer Y vedie pozdiZ rovnobezky kladnou ¢astou na vychod,
¢)  smer Z vedie pozdiz vertikaly kladnou &ast'ou nadol,
tak pre tieto smery a teda zlozky pol'a mézeme na povrchu Zeme pisat’:

.
R 08 Rsin$ 0¢ or ), _x

Ked vykoname jednotlivé derivacie a prejdeme k bodom na zemskom povrchu, tj. r=R,

dostaneme:

N 0 S o o —,
X=Z{g3£Pn (cosl9)— (gn cosmp+h sznm(ﬂ)%PH (cos@)}

m=1

Y=- .1 iim(—g,’fsinm(o+hr’,"cosm(p)ém(cosl9),

Z= —i{(n + l)gSPn (cos 9) + Zn:(g;” cosmp+h" sin mgo)ﬁn’" (cos 19)}

m=1

Tieto vzorce mozno povazovat za rovnice s neznamymi g a /i, ked’ z pozorovani pozname
zlozky pol'a a stiradnice $ a ¢ stanoviska pozorovania. Ak pozname pole v niekol’kych bodoch
na povrchu Zeme, mozno vy¢islit’ niekol’ko prvych koeficientov g a 4 a takto ziskat’ prvé ¢leny
radov pre zlozky pol’a, ktoré hraju doleziti ulohu. Tieto rady potom umoziujl ziskat' zlozky

magnetického pol'a Zeme aj pre také body, kde sa meranie neuskutoc¢nilo. Za tymto ciel'om je
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potrebné do radov s koeficientmi ziskanych z pozorovani dosadit’ suradnice $ a ¢ bodu,
v ktorom chceme poznat’ zlozky pola. Sdm Gauss vy¢islil koeficienty radov az do Stvrtého

radu, ¢o znamena urcit’ 24 neznamych.

2.5 Potencial objemovo rozdelenych hmot

Vycislenie pritazlivych sil pdsobiacich na hmotny bod hmotami l'ubovol'ne rozdelenymi
v ur¢itom objeme, je vo vSeobecnom pripade vel'mi zlozitou ulohou. Iba za niektorych
jednoduchych podmienok je mozné previest’ vypocet az do konca. Zostrojenie konvergujucich
radov pre potencidlova funkciu méze niekedy ul'ahlit’ urcenie silového pol'a daného telesom
a preto uloha o Struktare takychto radov ma i prakticky vyznam okrem teoretického.

Ulohou nech je rozlozenie vyrazu pre pritazliva silu a potencial, u¢inkujucu na bod, od
hmot uzatvorenych urcitym objemom. VSeobecny vyraz pre potencial objemovo rozdelenych

hmot v bode, nachadzajicom sa mimo nich ma, ako je zname, tvar:

5
U:jEdr, (2.4.1)

kde ¢ je hustota rozdelenych hmét, R je vzdialenost’ pritahovaného bodu od elementarneho
objemu dr a integracia sa vztahuje na cely objem 7, zaujaty hmotami. Zavedieme sférické
suradnice a polohu objemu dz opiSeme pomocou trojice p, 4, ¢ a suradnice pritahované¢ho bodu

(bodu vypoctu) trojicou po, $o, @o. S tymto oznacenim mdzeme pisat’:

R= \/ro2 —2rrcosy +r°,
kde cosy =cos§cos 3, +sin3sin9, cos ((p - (po) . Pretoze v danom pripade 7, >r (bod je

mimo objem vyplneny hmotami), tak:

1 &
E = ;WPH (COS 19) .

Dosadime tato hodnotu do vzorca pre potencial (2.4.1), dostaneme:

n+l
n=0 r()

U:i ! [6r" P, (cosy)dr. (2.4.2)

Jednotlivé ¢leny tohto radu pri nevysokych hodnotach » maja jednoduchu podobu. Pre n=0

budeme mat’:

( j 5r'P, (cosw)er

kde M je hmotnost celého objemu. Pri n =1 dostane integral pod znamienkom sumy tvar:

=[odr=m,

n=0
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J-é‘rcos wdr .

T

Ako je zname z mechaniky, bude rovny:

Mr, cosy.,
kde r. je vzdialenost’ taziska od suradnicového pociatku a . je uhol, ktory zviera smer 7. so
smerom do pritahovaného bodu. Ked' pociatok suradnic presunieme do taziska hmot, tak

v rozloZeni potencialu podla sférickych funkcii, ¢len obsahujuci tento integral zmizne. Pri

3cos’ y —1

n=2 méame P,(cosy )= a ¢len obsahujuci integral dostane tvar:

2 —_—
%jé‘rz 3COS21’[/ ldr = 215 I5(3r02r2 cos’ y/—r02r2)dr.

o % o %
Vyraz 37,1’ cos” w — 1 1’ prevedieme do kartezianskych stradnic. Predovietkym prechodom
od uhla y k suradniciam 4, ¢, Jo, po, dostaneme:
3r7r? cos® y —ryr* =311’ cos® Gcos® 9, +3ryr’ sin® Isin® 9, cos® (p— ¢, ) +
61, r* sin 3sin 9, cos Ycos 9, cos(p—@, ) —ryr’.
Dalej pouzijeme transformaéné vzorce pre prechod zo sférického do kartezianskeho systému:

X =rsinScos,
y =rsin9sing,

z=rcos$,
a dostavame:
3117 cos’ =11t =3z202" +3x. X7 + 3y, y7 + 6x,1,xV + 6x,2,%2 + 61,2, Yz
—(xo2 +y, +202)(x2 +3° +zz) =
=2222" +2x. X"+ 2y y" +6X,y,XV + 6X,2,x2 + 6,2, V2
=42y 0 MY 0YoXY 00 YoZo).
2.2 2.2 2.2 2_2 2.2 2.2
XY TXZ VX TNZ T ZpX L) -
Skupina ¢lenov, ktora obsahuje len druhé mocniny suradnic moze byt vyjadrena nasledovne:
22027 42X, + 230V =Xy =X —yext —yozt —zixt =20yt =

:%[(225 —-x; —yé)(Zz2 -x° —y2)+3(x§ —yé)(x2 —yz)].

Preto:
1
31 17 cos’ w —rir’ = 5(2202 - X —yé)(Zz2 -x —y2)+

3
E(xoz — ¥, ) (x2 -y ) +6x,y,xy +6x,2,x2 +6Y,2,)z,

a teda pre Clen s n =2 dostaneme:
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2Z§—x§—y§J-5 3(x0+y0
5

0

+— xOyOJ-5xydr+y020'[5yzdr+xozoj‘5xzdr}.

(222—x2—y2)d1+ I5 X’ - )dr+

Posledné tri integraly predstavuju odstredivé momenty ateda budu rovné nule, ak smery
suradnicovych osi x, y a z polozime identické s hlavnymi osami inercie telesa. Namiesto dvoch

hlavnych ¢lenov m6Zeme, zavedenim hlavnych centralnych momentov inercie:

A:I5(y2+zz)dr; B=J.5(x2+22)dr; C=J.5(x2+y2)dr

napisat’:

2 2 2 3(x
220X y°(A+B—2C)+—( yO)(B A).
4r, 457

Takto k vyc¢isleniu potencidlu v bode P, daného suradnicami xo, yo, a zo, vyvolaného hmotami
rozdelenymi vo vnutri objemu z, pri zvoleni pociatku systému suradnic v tazisku pdsobiacich
hmét a orientacii suradnicovych osi pozdiz hlavnych osi inercie telesa, mozeme pisat’ vzorec:
s o oy, 3(B-4) A)
2Zo_xo_yo) = x _yo Z

n=3

U==—

M A+B-2C
LArB-2C
7 4,

cos l//)d

kde cleny pod znakom sumy st malé v pomeru ku prvym ¢lenom. Derivovanim pozdlZ suradnic

dostaneme vzorec na vypocet zloziek sily pola.
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3. Lamého funkcie

3.1 Eliptické suradnice

V niektorych pripadoch pri rieSeni uloh aplikovanej geofyziky je vhodné zavedenie tzv.
eliptickych stradnic (presnejs$i vyraz by asi bol ,.elipsoidalne” suradnice aby sme odlisili
trojrozmerny pripad od dvojrozmerného — elipsoid od elipsy). Predstavu o takychto

suradniciach si m6Zeme urobit’ z rovnic:

2 2 2
2x + 2y + 2Z =1
a+A b"+A c+A4
2 2 2
2x n 2y TRELISY (3.1.1)
a+u b +u c+u
2 2 2
A A =1,

a+v b +v c+v

v ktorych je
a>b>c,
a>2A>-c,
—c*> H> -b?,
~b’>v>-a’.

Prva znapisanych rovnic/vlastnosti urCuje systém trojosich konfokalnych elipsoidov

spolosami Va’>+ 4, Vb*+ 4 a vJc>+4 as ohniskami hlavnych rezov leZiacimi na osi x vo

vzdialenosti od stredu rovnych v/a® —b? a \Ja> —¢* anaosiy vo vzdialenosti /b2 — ¢ . Druh4
rovnica urcuje systém hyperboloidov s jednou plochou s takym rozlozenim ohnisk hlavnych
rezov ako v pripade elipsoidov. Tretia rovnica predstavuje systém hyperboloidov s dvoma
plochami s hlavnou osou v smere x. Ohniskd hlavnych rezov tohto systému st identické
s ohniskami spomenutého elipsoidu. Kazdu z rovnic systému (3.1.1) mozno povazovat za

Specidlny pripad rovnice:

F(u)= + + -1=0,
() a+u b*+u F+u

v ktorej parameter u nadobuda hodnot A, ¢ av. Inymi slovami A, ¢ a v st koreiimi rovnice

F(u)=0.V takom pripade mbZzeme pre F (u) pisat"

)= x’ . y? N 2 _ (u=2)(u—p)(u—-v) |
F() a+u b +u A +u : (a2+u)(b2+u)(cz+u)
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Nasobime obidve strany poslednej rovnice vyrazom a”+u apotom poloZime u=—a’

a dostaneme:

5 (a2 +/1)(a2 +u)(a2 +v)

X = N

(@) <]

a takisto vynasobenim tejto rovnice vyrazmi b> +u a ¢’ +u a naslednym dosadenim u = —b

2
a u=-—c" dostaneme:

e (7 +2) (B + ) (B +v)
(7))

o (c2 +/1)(c2 +,u)(c2 +V)
() )

Takto kazdej skupine hodndt parametrov A, 1 a v odpoveda vlastna skupina suradnic x, y az

(bez vplyvu znamienka stojaceho pri x). a opacne, kazdej skupine hodnét suradnic x, y,
z odpoveda urcitd skupina parametrov A, ¢ a v. Preto tieto parametre mozno povazovat za
suradnice bodu v osobitnej stistave suradnic, v ktorych su stradnicové plochy urcené rovnicami

(3.1.1). Tieto suradnice dostali nazov eliptické.

Preskimajme teraz podrobnejsie suradnicové plochy tejto sustavy. Ked u*, v* a w’

) (azj oaY (azjz
u — |+ = | +| =,
ox oy 0z
2 2
o~2)-(2](2]
ox oy 0z
5 (ﬁvjz ovY (81/)2
w=|—| +|—| +|—|,
ox oy oz
tak kosinusy smerovych uhlov k ploche A = konst. budu uréené rovnicami:
104 104 104

coslmx) =y ger )=y cosln)=05

budu znamenat’ sucty:

2
2

Tak isto kosinusy smerovych uhlov kolmic k plocham u = konst. a v = konst. st:

-t oL a1
1 ov 1 ov 1 ov
cos(nwc)z;a, cos(my)z;a, cos(n3,z):;g,
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Dokazme, Ze plochy urcené rovnicami (3.1.1) s ortogonalne, t.j. Ze normaly ku vSetkym
stradnicovym plocham v kazdom bode priestoru st si navzajom kolmé. Derivujeme prva

rovnicu sustavy podl'a x a dostaneme:

2x x’ ¥ z° oA
2 N 7T 7T 7|5 =0.
a+d 1 (@+A) (BP+a) (P+a) |
Rovnako nam derivacie podla y a z daju:
2y _ X’ + Y + z ot =0
b2 +/1 P 2 P 2 2 2 ay ’
(@+2) (P+4) (+4)
2z x’ ¥ z oA
21 (2 2t 2t 2 5 =0,
¢ (+2) (BP+2) (+4) |
z ¢oho bezprostredne vyplyva:
A )
x __ Y _ & _ 1
2x 2y 2z x2 yz ZZ

A+ b+ F+A (a2+i)2 +(b2+i)2 +(cz+/1)2
Analogicky derivujeme podla x, y az druha rovnicu sustavy (3.1.1) a dostaneme podobnu

sustavu vzt'ahov:

w oM o
x __ O 8 1
2x 2y 2z xz yz 22

2 2 2 + +
a+u b +u c+u (a2+,u)2 (b2+/,z)2 (Cz+ﬂ)2
Odcitame prva rovnicu od druhej rovnice sustavy (3.1.1) a dostdvame:

(1=4) ( s + V + z 0.  (3.12)

a’ +/1)(a2 +y) (b2 +/1)(b2 +,u) (02 +/1)(02 +,u)

Oznacime pomery:

1
2 . T . 2 :(0(1),
(a*+4) (b*+4) (+2)
2 ;z 2 :(p(,u),

(@+n) (B+n) (+a)

a vynasobime postupne rovnice
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ox  _ ox  _
2x CD(/%) a 2x gp(,u)
a’+2 a’+u
¢im dostaneme:
oA ' ou 2

Analogicky dostaneme a;:

oA O :
5.5#:4(0(/1)(0(#)(192+/1))}(b2+,u)’
%.68_5:4(0(1)(0(#)(&+/13;(2c2+y).

Ur¢ime pomery v pravych castiach napisanych rovnic a dosadime ich do vyrazu (3.1.2) a

dostaneme:

b

u—Aa OAOu OAdu OAdu
—_—— |ttt
4(0(/1)¢(,u) Ox Ox 0Oy 0y Oz Oz
u—A
4o(4)o(u)
Presvedcit’ sa o tomto méZeme vynasobenim rovnice
oAou oou ohou_,
Ox Ox Oy Oy Oz Oz

¢o po vykrateni dokazuje ortogonalnost’ povrchov u=konst. a v =konst.

premennymi u, v a w. V takom pripade tato rovnica, v dosledku vysSie uvedenych vyrazov pre

kosinusy smerovych uhlov normaly, prejde na:
uv[cos(nl,x)cos(nz,x) +cos(n,y)cos(n,, y) +cos(n1,z)cos(n2,z)] =uvcos(n,n,).
Nakolko uv #0 tak musi cos(n,,n,)=0, tj. smery n1 anz si navzdjom kolmé. Analogicky

mozno dokazat’ i ortogonalnost’ smeru #3. Pretoze zasadny zaujem aplikovanej geofyziky tvori

o’u 0'u Ju
2 + 2 + 2

ox~ oy oz

rieSenie rovnic typu +k’u =0 shodnotami k ¢asto rovnymi nule, kedy tato

rovnica prechadza na Laplaceovu rovnicu, pokisime sa tito rovnicu previest’ do eliptickych
suradnic. Tento prepis je najvhodnejSie previest’ tak, Ze sa stanovia vSeobecné vzorce pre

vyjadrenie Laplaceovej rovnice v 'ubovolnych ortogonalnych stradniciach.
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3.2 Laplaceova rovnica v ortogonalnych suradniciach

Ked mame 'ubovolny vektor A, tak podl'a Gaussovho teorému moZeme napisat’:

[divadr=-[A,ds,
T S

kde prvy integral sa pocita cez objem uzavrety povrchom S, cez ktory sa pocita druhy integral
a n je vnatornou normalou k tomuto povrchu. Ked’ priemety vektora A na normaly ni, n> a n3
k suradnicovym povrchom ortogonalnej sustavy suradnic u, v a w, oznaCime A1, Az a A3 tak
pre A, mdzeme pisat’:
A, =A cos(nn)+A,cos(nn,)+A,cos(nny).

Ststavou povrchov u a v rozdelime objem 7 na elementadrne objemy/krivociare hranoly. Tieto
hranoly ,,vyrezi“ na povrchu S elementarne plosky dS, ktorych velkosti priemetov na
stradnicovu plochu, ktora je ortogonalna hranolu, mozu byt najdene na zaklade nasledovnych

uvah. UZ sme zistili, Ze smerové kosinusy normal k povrchom u, v, w st dané vyrazmi:

cos(mx) =12, cos(muy) =1, cos(m.z)=1 2,
U ox U oy U oz
1 Ou 1 Ou 1 Ou
COS(nz,X):;a, cos(nz,y)=;§, C‘OS(I’ZZ,Z):;E,
1 Ou 1 Ou 1 Ou
cos(mm)zwa, cos(zgy)zwa, cos(nj,,z)—Wg,
kde
2 2 2
U* = a—“} o +(6_uj ,
Ox oy oz
2 2 2
V?= @j + o +(@j )
ox oy 0z
2 2 2
w?= a—wj o2 +(a—wj :
Ox oy 0z
Preto mo6zeme napisat’:
ou Ou ou ou oulou oulou Oul ou
—:—cos(nl,x)+—cos(n1,y)+—cos(nl,z):———+———+———:U
On, Ox oy 0z oxUox oyUody o0zU oz

Z tohto vzt'ahu ihned’ zistime, Ze dn, = % a tak isto analogicky dn, = % a dn,= % Preto

priemet dS na suradnicovt plochu w, ako veli¢ina rovna dnidn> sa urci ako:

duﬂ

idScos(nl,nz):U =
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Analogickymi vztahmi moZzeme napisat’ projekcie elementarnych ploch tak isto ziskanych
pretnutim objemu 7 stradnicovymi plochami v a w, alebo w au. Preto rovnicu Gaussovho

teorému mozeme napisat’ v tvare:

J.divA dr = —I[Al cos(n,n)+ A, cos(n,n, )+ 4, cos(n,n, )] ds =
T N

dvdw o dwdu o dud

Prvy z integralov pravej ¢asti moZeme upravit’ nasledovne:

dv dw
Ao

Analogicky zmenime na objemové integraly i ostatné ¢leny. Po tejto operacii dostaneme:

IdlvAdT I 0 ( 4 j+i( 4 j+i(ij dr
ou\vw ) ov\UW ) ow\VU

Pretoze vyraz pre element objemu v krivociarych suradniciach u, v, w ma tvar

dr =dndn,dn, = c(i;z %d—; tak poslednu rovnicu mozno prepisat’ takto:

Idszdr J.UVW 0 ( 4 j+i( 4 j+i(ij dr
ou\vw ov\UW ow\ VYU

V doésledku platnosti posledného vzt'ahu pri l'ubovolnej vol'be objemu r mézeme napisat’:

divA =UVW 3( 4 j+3( 4 j+i(ij
ou\vw ov\UW ow\ VYU

Ked’ je A potencialovy vektor, m6Zeme napisat’:

j dudvdw .

A-gradp; 4=20-y%P. 4 90 _y%0. 4 _00_poo
on, ou on, ov on, ow

Dosadime za vyrazy vektora a jeho priemetov potencidlovl funkciu ¢ do poslednej rovnice

so-ovn| 2(L22), 2 ¥ ), 0 0]
ou\ VW ou ov\UW ov ow\ UV ow

Tento vzorec umozni transformdciu Laplaceovej rovnice do l'ubovolnych ortogonalnych

a dostaneme.

suradnic.
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3.3 Laméova funkcia

Laplaceovu rovnicu prevedieme do eliptickych suradnic. Najprv ndjdeme vyrazy pre U, V, W.
Derivujeme podla u vyraz

x’ N y? z o (u=2)(u—p)(u-v)
a+u b +u At +u (a2+u)(b2+u)(cz+u)’

¢o nam da:
x’ y? z’
(a2 -i-u)2 ' (b2 +u)2 -i_(c2 +u)2
3 (u—/l)(u—,u)(u—v){ 1 1 1 1 1 1 }

_(a2+u)(b2+u)(cz+u) ’ - ’ -

u—-A a*+u u-pu +u u-v c+u
Ked’ v poslednej rovnici polozime u = A4, tak mame:

x’ N y? z* (A-pu)(A-V)

(a* Jrﬂ,)2 (v +ﬂ,)2 i (¢ +,1)2 (a*+2)(b*+2) (7 +2)
alebo ked’ oznaéime (a2 + /1)(b2 + /1)(02 + /1) = f(4), tak dostaneme:

2 . % N 22 :(},—Iu)(ﬂ,—V)' (33.1)

(@+2) (B+2) (+a) f(2)

. . , 4 y . s
Lahko prideme na to, ze l'ava strana rovnice (3.3.1) je rovna el Skutoc¢ne, uz sme videli

vyrazy:
22x - x =+ Y =+ z 5 8_/1:0,
“HA (@A) (BHa) (FHa) |
22)/ - 3 7t v 7t z 2 8_/120’
brad (@ +a) (B+2) (+a) |
222 B x’ 4 y’ . z : 8_/1:0.
cHA (@ +a) (P+a) () |

Premiestnime druhé ¢leny tychto rovnic do pravej ¢asti, umocnime na druhu a spoc¢itame ich:
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z
+

{(az)-c:/l)z ’ (bz)—/:/l)z E :1)2]
_Laz)-c:/l)z +(b2i2/1)2 +(c22+2/1)2H(%) {%j J{%] ]

Vykoname jednoduché upravy a pretoze druhy sudinitel’ pravej ¢asti je rovny U” tak mame:

4 xZ y2 22
Tz 7t . 2"
u (a2+/1) (b2+/1) (c2+/1)

Takto mozZeme napisat’:

U* f(2)
alebo
g WA (33.2)
J- ()
Analogicky by sme nasli vyrazy pre V' a W:
po AW (333)
J(u=v)(u-2)
__ W) (3.3.4),
(- D)(-n)
Preto mame:

8= (W) (1) (v)
R ] ey e ¥

u_u AR A)ev) v-d | f(A)
WU (=) (2-v)8Y=f () S () £ (v) 2N S () (V)

a takym istym sposobom:

Vo _a-v | fu) W _p-2a|  f(v)
wu 2\ f(A)f(v) ur 2 \/ F(A)f(u)

Preto Laplaceova rovnica moze byt napisana vo forme:
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alebo po uprave:

7 ()7 (v) o
4Jr iv 2 a0, | _
—V)v=2)(A=n) | £ (A) f(v) au[ )G

f(},)f(ﬂ) ov ov
Do poslednej rovnice zavedieme oznacenie:
oA Py ou _on; ov _oc
/() f(#) f(v)

a mozeme tuto rovnicu napisat’ jednoduchsie:

4 o o o’
<u—v>(v—z><z—u>[(V‘”)#”‘”a(/5 (= ”aﬂ g

Po vykrateni vpredu stojacich ¢lenov dostaneme pretransformovanu Laplaceovu rovnicu

Ap =

v tvare:
o’p

il

Mo=(vu) S8 (2 m) S B ()

RieSenie tejto rovnice ziskame v tvare (separacia premennych):
o(&m.¢)=L(S)M ()N (S).
Dosadime tieto formy do rovnice a dostaneme:

0’L oM O’N
A¢):MN(V—y) o7 +NL(Z—,u) on +LM(/¢ /1) o

=0,

alebo po elimindcii trividlneho rieSenia:

V—ﬂ_82L+ﬂ—y_82M+y—/1_62N

A:
YT e M o N ol

=0. (3.3.5)

LCahko sa presved¢ime, Ze tato rovnica plati ked’ polozime:
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o°L
o0&
0*M
o (pu+q)M(n),
82
o>

Takto prichadzame k zaveru, ze funkcie L, M a N vyhovuji obycajnej diferencialnej rovnici

=(pA+q)L($),

=(pv+q)N(§).

typu:

duz = pt(u)+q v,

kde #(u) je dané rovnicou:

[MT =(a2+t)(b2+t)(cz+l)=f(f)- (3.3.6)

du

Tato rovnicu nazyvame Laméovou diferencidlnou rovnicou. Pretoze:

dl// d[ \/7} {\/—}dz d2 %f,(t)

Ll

tak Laméova rovnica moze byt napisana v inej forme:

[t )C;T —f()——(pt+q)w 0, (3.3.7)

alebo

2 '(t
dl//+1f()dl// pt+ql//:0. (3.3.8)
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3.4 RieSenia Laméovej rovnice

V pouziti mé vel’ky vyznam ten tvar Laméovej rovnice, ktory sa ziska pri p = —(n + 1) ,kden
je prirodzené ¢islo. Mozno dokézat’, Ze v takom pripade mé rovnica rieSenia:
1. P(t),

a’+t-

J_

(1).
(7).
P(1).
3. \/a +1)(b* +1)-P(2),
J(B7 +1) (e +1)-P(2
1/(c +t)(a +t) P(

t

P
P

),
),

4. \/(a2 +t)(b2 +t)(c2 +t) -P(1),
kde P(t) je polynom premennej . Aby sme sa o tom presved¢ili, predpokladdme, ze pri

parnom 7 je rieSenim Laméovej rovnice polyném:

o | =

=P(1)) a,r".

m=0

Dosadime tento vyraz pre y do rovnice (3.3.7), v ktorej teda predpokladame p = p (n + 1)

+—f’(t)——{%n(n+l)t+q}//=0 (B4.1)

a dostaneme:

(t)i:amm(m—l)tm_2 +%f'(t)22:ammtm_l —[%n(n +1)t+q}
m=0
Pretoze:
f(t)=(a*+1)(b*+1)(c’ +1)=F + 4L + Bt + C,
kde je A=a’+b*+c’; B=a’b>+b’c’ +c’a’;c=a’b’c’® atak poslednii rovnicu mdzeme

napisat’ v tvare:
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a,m(m=1)(£ + A2 + Bt + C)t"”
S 3 2 B ni

— At +— =0.
> +amm(2t + t+2Jt
—{in(n+1)t+q}amtm

Aby rovnica platila je potrebné, aby vsetky koeficienty pri roznych mocninach premennej ¢ boli

. . . . £+l
rovné nule. Najprv polozime rovné nule koeficienty pri ¢lene obsahujiucom ¢2 :

. .E(ﬁ_1j+a n 3 on(nl) HE_HEJ_M}Q (3:42)
2\ 2 4

. 22 2 4 122 2

2 2

. -y ., n ,
Koeficienty pri Clene obsahujicom —- budu:
t

+1
a, '(E—lj(£—2j+an-E(E—le+an -(E—ljg-i-a -EA—n(n )an —-qa,,
57! 2 2 5 2\ 2 5 2 2 2 4 571

alebo po jednoduchych tpravach:

n 1’12
—a | Z-1|+a | Za-q]. 3.4.3
“ (2 j “ (4 qj G4

Aby bol tento koeficient rovny nule, treba sa podobnym sposobom zaoberat’ aj s koeficientmi g,

a, a a, . Vo vSeobecnom pripade pre koeficienty pri " dostaneme vztah:
n o

am—l (m_l)(m_2)+am 'm(m_l)A—i—amH m(m+1)B+
D2 (m+2)(m+l)+am71 (m_l)%+an1mA+am+l (m+1)§_
m—1 M_qam = 0

alebo po vynati ¢lenov a s rovnakym indexom:

. .{(m_l)m—l_n(n+1)}

2 2

+a, -(mzA—q)

+a, ., -(m+%)(m+l)B

(m+2)(m+1)C:0.

(3.4.4)

+a

m+2
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Takychto vztahov dostaneme celkovo g+ 1, zodpovedajuc mocninam ¢ (0,1,2,...). Koeficient

n

+1
t?> neobsahuje g. Vo vSetkych ostatnych parameter ¢ existuje a tiez sa vo vSetkych nachadza

(3+1j koeficientov a, s odpovedajiicimi indexmi i. Zvolime si jeden z tych koeficientov

. . e , n .
Iubovolne, napr. polozime a, =1 amoéZeme vylucit zo ststavy (3.4.4) — koeficientov
2

a ostatné budu neurc¢ené. Vo vysledku takéhoto vylucenia prideme k rovnici pre g-tu mocninu
(g+ 1] , zc¢oho mozno tvrdit, ze rovnica (3.4.2) bude platit’ pri (g + 1) hodnotach g.

Analogicky mozno dokazat’, ze rieSenim rovnice (3.4.1) pri parnom »n budu:

B+ +1) Saum, (3.45)

\/(cz +1)(a® +1)- Db, ", (3.4.6)

\/(az w1)(b2 +1)- Yo " (3.4.7)
Takychto rieseni pre kazdy z uvedenych troch typov bude g a preto rovnica (3.4.1) umoznuje

ziskat’ g—i- 1+ g + % +g =2n+1 rieSeni vzhl'adom na 2z +1 hodnét parametra g. V pripade, Ze

n je neparne ¢islo, moézeme ndjst’ rieSenie Laméovej rovnice v tvare:

\/(az +1)(b? +1) (¢ +1) Zikmt , (3.4.8)
Ja+1). éamtm , (3.4.9)
\/W milo B (3.4.10)
W-:ﬁ:ymt’" . (B4.11)
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Vsetky tieto rieSenia sa nazyvaji Laméovymi rovnicami prvého druhu a odliSuju sa medzi

sebou pomenovanim funkcii. Tak rieSenie tvaru P(t) sa nazyva Laméovou funkciou prvého

druhu aprvého typu. RieSenia tvaru P(7)va’+¢,P(¢)Vb*+t alebo P(t)Vc>+1 su

Laméovymi funkciami prvého druhu, druhého typu atd’. Cislo n vstupujiice do Lamého rovnic
urcuje stupen rovnice. Laméove funkcie maji rad vlastnosti, z ktorych sa budeme zaujimat’ iba

o jednu, o vlastnost’ ortogonalnosti tychto funkcii.

3.5 Ortogonalnost’ Lamého funkcii

Nech L, (u) a L, (1) sa dve Lamého funkcie stupfiov m a n, odpovedajice dvom danym

hodnotam ¢, a g, v Leméovych rovniciach. V takom pripade méame:

d’L, 1dL, | m(m+1) .

m - m. __ ) E :0)
d’L 1dL | n(n+1) ]

4 ——r— L =0

alebo

\/f(ﬂ)di(\/f(ﬂ) dﬂ*j—[m(”;“)wqiﬂ;n -0

U du
N Ry )

Prvii z rovnic vynasobime L (x), druhit L (x) a potom odgitame jednu rovnicu od druhej

a nakoniec tento rozdiel vydelime ./ f ( ,u) :

Sl e g5 ) o

Analogick rovnicu mbZzeme napisat’ i pre L, (v) a L (v), t.

S S5 )

Predpokladajme teraz, ze bod so suradnicami 4, i, v sa pohybuje po povrchu elipsoidu:

2 2 2
X y z

+ +
a+A b+A +A

-1 (3.5.3)
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teda so zmenou suradnic u a v ostdva A konStantnd. Integrujeme za tejto podmienky rovnicu
(3.5.1) podl'a premennej x od najmensej hodnoty do najvicsej, teda od —b> do —c’. Potom
dostaneme:
2 ,
ar, . dr\|" m+1)—n(n+1)7¢ ul L" < LI
|: f(ﬂ)(lj;d d ]:| — ( J- :Ll 'm™—n qk)I 'm—n dﬂ
H M)l Al (1)

Tak isto integrujeme rovnicu (3.5.2) v hraniciach jej najvacSich a najmensSich hodnot, t.j.

v hraniciach —a*> do —b*, ¢o nam da:

¢ dL, dr . (m+1 n(n+1)¢ vL [f + L.L
{f( )(L dv LmEJ:Lz_ I\/fv — 4y J.\/i

Lavé cCasti tychto rovnic sa stavaja nulovymi, pretoze pri vrchnej i pri spodnej hranici f (,u)

aj f (v) maju hodnoty rovné nule. Preto mozeme pisat’:

m(m+1)—n(n+1)¢ uL, (ﬂ)Ln(ﬂ) T LWL (a)
4 j f(u) 2
(m+1 n(n+1)7¢ vL, ( o L,(v)L,(v) n(v
.[2 — 4 I f(V)

Vynasobime navzajom tieto rovnice a dostaneme:

m(m+1)—n(n+l)juﬂ (1)L (#) , I LML)
4 3 () )

g )= n () VE, (VL (v) L ()L (#)

(¢.-4,) Z I 70 d£2 NG du

alebo po preneseni vSetkych ¢lenov na jednu stranu:

_(Q; _Qk)

m(m+1)—n n+1 < L(u)L, (v)L (v) ~
1 _J;z IZ \/% (—v)dvdu=0.

Integral stojaci v poslednej rovnici prebieha cely povrch elipsoidu (3.5.3), pretoze pri
konstantnom A zmena x v hraniciach od —b” do —¢* a v v hraniciach od —a® do —b° umozni
bodom so suradnicami A, ¢ av opisat’ povrch celého elipsoidu. Pretoze na vSeobecnost
parametrov m, n, q, a q, moze byt posledna rovnica prepisand do tvaru:

j f )LI v )L”(V)(ﬂ—V)dvdu=0, (3.5.4)

e V()

¢o vyjadruje podmienku ortogonalnosti funkcii L, (x) a L, (v).
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3.6 Rozvoj do radu Lamého funkcii

Na zaklade uvah. ktoré nas priviedli k zostaveniu Laméovej rovnice, mézeme tvrdit’, Ze funkcia

@, vyhovujuica Laplaceovej rovnici, moze byt vyjadrena vo forme radu:

o 2n+l
0=22 ALy (2) L (1)L} (v) (3.6.1)
n=1 m=l1
SnaZme sa ndjst’ koeficient 4, , tohto radu tak, aby presiel na povrchy elipsoidu:
x’ y z’
stah
tj. pri A=0 vdana funkciu F(u,v). Ked oznatime 4,,,L"(0)= B, , tak rad pre funkciu
F(,v) bude mat tvar:
o 2n+l
0=2.2 B, L (#)L(v).
n=1 m=l

Koeficienty tohto radu mézeme urcit’ obvyklym spésobom s vyuzitim vlastnosti ortogonalnosti
pre Lamého funkcie. Vynasobime obe Casti tohto radu vyrazom:
L L'(v)(u—-v
WLy,
f(u)f(v)

a integrujeme po povrchu daného elipsoidu. Pri tejto integracii zmizna z pravej Casti vSetky

Cleny, pri ktorych sa vrchng, spodné alebo obidva indexy u symbolov predstavujicich Laméove
funkcie, budt odlisSovat’ v indexoch, stojacich v nami zavedenom st¢initel'ovi. Preto dostaneme

rovnicu pre koeficienty v tvare:

Fu) L (L) o dudy
I ey

IO e
= ey el

nm

Vidime, Ze koeficienty B,, ahodnotu L} (0) pozname a nie je tazké najst hodnotu
koeficientov 4, , . Tento rozvoj mdze byt pouzity k rieSeniu Dirichletovej vnatornej tlohy. Pri

sktimani vyrazov pre Laméove funkcie prvého druhu, ktorymi sme sa zoberali, I'ahko prideme

na to, Ze sa tieto funkcie s ndrastom 4 blizia nekone¢nu. Zvéacsovaniu A odpoveda zvacSovanie

elipsoidu, t.j. vzd’alovaniu bodu od suradnicového pociatku. Blizenie funkcie L (/1)

k nekoneénu odpoved4 blizeniu sa potencidlovej funkcie ¢, vyjadrenej radom (3.6.1)

k nekone¢nu pre nekonecne vzdialené¢ body, Co protireci zédkladnej vlastnosti potencialove]

77



funkcie. Z toho prichadzame k zaveru, Ze k rieSeniu Dirichletovej vonkajSej tlohy treba pouzit’
iny (druhy) druh elipsoidélnych funkcii, vyskum ktorych musi byt prevedeny ako vyskum

integralov Laméovej rovnice, odlisnych od tych vyssie ziskanych.

3.7 Lamého funkcia druhého druhu

Vratme sa opét’ k Laméovej rovnici, ktorej vyhovuju Laméove funkcie prvého druhu, ktora

vezmeme v tvare:

d dr' ) | n(n+1)
t)— t)—= | = —gm |L".
T4 T |- g
Oznacime skutocnost’, Zze funkcia F" je druhym (linedrne nezavislym) rieSenim tejto rovnice

takouto identitou:

d( ~dE"\ |n(n+1)
) — t = —gm |F".
f()dt(f()dtj{ 4 q}”
Vynasobime prvi rovnicu F" a druht L a po ich od¢itani dostaneme:

d dF" d

f(f)'L’;’E( oL j— f(f)'FJ”E[ f(t)d;:jﬂ,

alebo po malej Uprave:

d dr," dL,
— )L ——-F"—=||=0.
dt{ /1 )[ Tdr " odt H

Z tejto rovnice bezprostredne dostaneme

o pedh €
"odt "oodt f(t)

Ked obidve casti tejto rovnice vydelime L dostaneme sa k rovnici:

m d nm _om dL:?
b Tt g(F_j ¢
[T a\ L)) [oTJr@)
a jej integrovanim:
E" _I Cdt L
Lo e ey
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Aby sme do tejto rovnice nezavadzali novu integratnu konstantu C’, napiSeme namiesto
neurcitého integralu urcity, s hranicami ¢ a oo, a pretoze 'ahko zbaddame, ze hodnota integralu

v hranici o je nulova, tak mame:

F"(1)= L'"j dt T (3.7.1)

r e T e

Konstantu C, ktora figuruje v poslednom vyraze, zvolime tak, aby:

n+3
lim (Fn’”t 2 ) =1, (3.7.2)
t—©
¢o je rovnocenné rovnici:
mo 3
(7)o

Stvislost medzi poslednymi rovnicami lahko zistime na zdklade nasledujucich uvah.

Derivujeme vyraz (3.7.2) a dostaneme:

m n+l n-l
fim| > 2 | g,
dt 2

t—x©

Poslednu rovnicu vyndsobime ¢ a méme:

dr” "™ p41 ™
lim| S L prya |20,
t—>0 dt 2

alebo

m. n+3 ntl
lim dit 2 |=~lim| F"t? :_n_+1.
ool dt t—o 2

Na druhej strane, zo skiimania funkcie L' sa mdzeme presvedcit’, Ze tieto funkcie obsahuju ¢

v najvysSej mocnine rovnej n/2 apreto, ze koeficient stojaci pri €lene s touto najvysSou

mocninou ¢ je rovny 1, tak:

lim (LZ’t_zl =1. (3.7.4)
t—0
Z tohto analogickym spdsobom dostaneme:
lim aL, Lo 2 |22 (3.7.5)
1—00 dt 2

Pre vol'bu vyrazu pre F,"(¢) sme mali rovnicu:
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W dE! o dl_ C

“d A [r(r)

3 n n+3 n n+l

. . . P’y + +
Vynasobime obe Casti tejto rovnice 12 =¢ 2 2 =t 2 %2 adostaneme:

3
g LS e dh s CO
odt

"odt 1(1) '

Prejdime k hraniciam a mézeme pisat’:

3

_n m 3 ntl m_m2 2
lim(L;”t leim(dit 2 J—lim(ant 2 ]lim(&t 2 jolim _r
t—w ool dt t—0 t-o|  dt t—w f (l)

Ked’Ze pocitame s tym, ze vyraz ./ f (¢) = \/(a2 +t)(b2 +t)(02 +t) obsahuje ¢len s najvyssou

mocninou ¢ rovnou 2/3, a koeficientom rovnym 1 a s uvdzenim vyrazov (3.7.2), (3.7.3), (3.7.4)

a(3.7.5), (2"), dostaneme:

alebo
Co_ 2n+1
2
Takto najdeme kone&ne vyraz pre F,"(¢):
Fr (=2 ()] dat (3.7.6)

> .
()] \/(az +1)(b> +1)(c” +1)
Podoba tychto rieSeni a rovnice (3.7.2) dokazuju, Ze tieto rieSenia uz maju tu vlastnost’, ze pri

t —> oo sa F"(t) blizi k nule. Na druhej strane pri t — 0 sa F,"(¢) blizi k nekone¢nu. Preto

tieto funkcie mézu byt’ zavedené do vyrazov pre potencidl bodov s hodnotami A, ktoré sa mézu
statt nekoneénymi (leziacich na elipsoidoch s velkymi polosami) a nebuda v rozvojoch

potencialu, v ktorych suradnica 4 nadobuda takmer nulovych hodnét.
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4. Priklady na Lamého funkcie

4.1 Magnetizacia homogénneho elipsoidu v homogénnom magnetickom poli

V teodrii interpretacie magnetického prieskumu je velmi doélezitda uloha o magnetizacii
elipsoidu v magnetickom poli Zeme, ktoré je mozné s dostato¢nou presnostou povazovat’ za
homogénne. Tuto ulohu sa tu pokusime rieSit, priCom zo zaCiatku sa zameriame na
najjednoduchsi pripad elipsoidu ajeho magnetizacie, ked’ magnetizujice pole sa stotozni
s jednou z jeho hlavnych osi. Ulohu sformulujeme nasledovne: v homogénnom magnetickom
poli sa nachadza homogénny elipsoid s polosami a, =+Ja’ + 4, , b =b* + 4, a ¢, =+’ + 4,
ktorého magneticka susceptibilita g, je odlisSnd od magnetickej susceptibility vonkajsieho
prostredia. Hladame vyraz k vyc¢isleniu potencialu vnutri i mimo elipsoidu.

Potencidl ¢, vonkajSicho homogénneho pol'a vo vSeobecnom pripade moze byt’ uréeny
vyrazom:
Q,=—Xx-Yy—Zz
kde X, Y a Zsu konStanty rovné komponentom pola na suradnicovych osiach. Ked’ pole
uginkuje pozdiz osi X, tak vzorec pre potencial sa zjednodusi na:
Py =—Xx,

alebo, po zavedeni eliptickych sturadnic:

\/(a2 +/1)(a2 +,u)(a2 +V) |
Jor <]

V tomto vyraze lahko zbadame tvar L (A)L!(u)L! (v), ked prijmeme L' (1)=+a’+1,

Dy ==X

L' (u)=ya’+u a L (v)=+a’+v, &o odpovedd Laméovej rovnici pri n=1. Pokusime sa

ziskat rieSenie Laplaceovej rovnice pre vnutornu oblast’ v tvare:
Q= A\/(a2 +/1)(a2 +y)(a2 +V) .
V takom pripade je rieSenie Laplaceovej rovnice pre vonkajsi priestor:
@, = BF(/l)\/(at2 +,u)(012 +v) .

Konstanty 4 a B je potrebné urcit’ z podmienok na rozhrani daného elipsoidu, kde musi platit’

spojitost’ potencialov a spojitost’ normalovej zlozky magnetickej indukcie. Ked oznacime
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potencial vo vnutornom priestore ¢, = ¢, + ¢, a potencial pre vonkajsi priestor ¢, =@, +@,,
tieto hrani¢né podmienky mozno napisat’:

((01 )/1:11 - (% ),1:11 ’

( ﬂ%j :( ﬂ%j ,
on A=A, on A=

pricom predpokladame, ze magneticka susceptibilita vonkajSieho prostredia je rovna jednotke

a rovnica daného elipsoidu ma tvar:

2 2 2
X y z

2 + 2 + 2
a+4 b +4 c+4
Napisanym podmienkam mézeme dat’ zrejme tvar:

(@), =@y

4.1.1
[ﬂo o, %} :[%+%} , *1D)
on on |,_, on On |,_,

=1.

alebo

o, op 8(01
1\ = e, 70 ) 4.1.2
{(ﬂo ) on L% {6}1 Ho on |,_, ( )

Okrem toho, pretoze mame:
o _ 0 a_ (a_/lj2+ Y +(azj 3
on o4 on \lax oy oz ) oA’
tak druht podmienku mézeme napisat’ v tvare:

o, op oo,
-1 0 e __ i
[(” o 1) az} [6/1 Ho'a2 Ll

Po dosadeni ¢,, ¢, a ¢, do rovnic (4.1.1) a (4.1.2) dostaneme:

aa* + 2, (@ + u)(a* +v) = BF (2)(a* + ) (a* +v), (4.1.3)

J@ffzif(lf_ = J(az2 + ZZ)EQ:V) _ {B(Z_ﬂ ﬂl ﬁ] o>+ u)(@+v). 414

Pretoze F () podla vieobecnych pravidiel zostrojenia tejto funkcie mé tvar:

3 e T d 3\/7
Ve '[(az+/1)\/(a2+/1)(b2+2)(02+1) I

a-wlm’

tak
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OF(2) 3 1 T di

04 A+ 2 (a +2) (@ +2)(0 +2)(c*+ )

3 Ja*+ 4

2(a +l)\/(a2 +2)(6* +2)(c* + 4)

1 T di 3 1
2@+ 2)Jf(A) 2 Na*+af(A)

a rovnice (4.1.3) a (4.1.4) sa prepiSu nasledovne:

AW
QI\)

_|_

NN

37 dA
A_BZ{(aZM) 7(2)
X 37 dA 3
b — 1 =B| - A
(Iu )\/(az_b2)(a2_cz) !2;[(612—}-},)\/]((}«) \/f(i,)} 2
Ked oznacime I(a2+/”td)/f/f(/1) =K(4) a \/(az—bz))((az—cz =C tak posledné rovnice
budu vyzerat’ jednoduchsie:
3
A=2K(3)B.
3 3
,—1)C=B| =K - |- 4, A
(1) L (%) f(m] u

RieSenim tychto rovnic vzh'adom k 4 a B dostaneme:
(,uo B 1) CK (ﬂl )

A= ,
+(:Uo_1)K(/11)

[\

=
=

Tieto vyrazy moZeme prepisat’ nasledovne: pretoze p, =1+ 47k, kde x nech je susceptibilita

materialu, tak s, —1 =4z . Polosi daného elipsoidu st rovné va’ + 4, VB> + 4 a Ne* + 4 —

ozna¢ime ich ako a4, b a ¢, a potom moéZeme napisat namiesto

f(A)= \/(a2 +2)(b° +l)(c2 +A) vyraz  abc,. Vintegrali K (4)  rovnom
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T da

zamenime premennu A premennou ¢ vztahom =1 -4, .

w(a+2) (a2 +2) (2 +2)(c +2)

Pri takomto dosadeni je dA =dt, a:

A+A=a’ +t+ A =a +t,
B>+ A=b>+t+A =b] +t,

CHA=C+t+ A =c +t,

a spodna hranica sa stane nulovou, takze dostaneme:

i dt
A=
oal

+t)\/(al th)(b2 +t)(cf +t) '

Pre koeficienty 4 a B m6Zeme teda napisat’ vyrazy:

4m<j dr
e 0 (a; +t)\/(af+t)(bf+t)(cf+t) -
+47Z’K]ﬁ dt
abc, 0 (al2 +t)\/(al2 +t)(b12 +t)(c12 +t)
T dt
bl o)l +t)(b2 1) 1) ¥
1+2m<albclT (az —b2)(a2 _CZ))
o ( \/(al +t)(b2+t)(cf+t)
B_ 2 2rxabc, _ X
dt (a2 —bz)(a2 —cz)'

1+ 2m<a1blclj
0

(al2 +t)\/(af +t)(b12 +t)(c12 +t)

si ozna¢ime pismenom L. Treba podotknut’,

Vyraz 2nxa,bc, I
0

al +t \/(al +t)(b2+t)(cf+t)

ze hodnota tohto vyrazu zavisi iba od rozmerov elipsoidu, ktory bol zadany a nezavisi od

stiradnic bodu, pre ktory sa hl'ad4 potencial. Pri tomto oznac¢eni budu mat’ vyrazy pre 4 a B tvar:

KL X

=_1+KL.(a2—b2)(a2—cz)’

2 2rxabc, X

__E. 1+xL ‘(az—bz)(az —cz)'

Dosadime takto ziskané hodnoty 4 a B do vztahov pre ¢,, ¢, a dostaneme.
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«L \/(a2+/1)(b2+u)(cz+v)

40":1+7<L' ' (az_bz)(az_cz)
__g'Zﬂ'Kalblcl. ' (i)\/(a2+,u)(a2+V) ~
e T kL (az—bz)(az—cz)_
:_2,2”’“111’101.)(2 (a2+/1) (a2+,tl)(a2+v)]3 da
3 1exl 2 (@)@ ) (@)@ ) =) o)

Vratime sa ku kartezianskym stiradniciam a moZeme tieto vyrazy napisat’ v tvare:

KL
= 4.1.5)
kL i du
=— ‘X -x-2rab . 4.1.6
I L sy v v e S

V poslednom vyraze je premenna/symbol 4 pod integrdlom nahradena premennou/symbolom

u. Dolnd hranica integréalu, vstupujica do vyrazu pre ¢,, sa urci ako kladny koreil rovnice:

2 2 2

X z

> + 2y +— =1.
a+u b°+u c +u

Tento vyraz pre ¢, ma zmysel len pri takych hodnotach stradnic x, y a z, ked’ u, povazovany

za kladny koreni rovnice vysSie napisanej, vyhovuje nerovnosti:
u>4a,
t.j. zvoleny bod sa nachddza mimo elipsoidu.
Analogicky mozno dokézat’, ze pre homogénne polia, orientované v smeroch osi y a z,
mozeme pre vnatorné a vonkajsie potencidly pisat’ vyrazy:

kM

¢i2_1+KM'Y.y v
KM ° du pre@, =—1-),

Ty 'Y.y.2”a1b101',[(b2+u)\/(a2+u)(b2+u)(c2+u)

(Df__lf]:N

(De:_lKN -Z-z-27ra1blcl.T & pens
+xN u(02+u)\/(a2+u)(b2+u)(cz+u)

kde
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dt

(bf +t)\/(af +t)(bl2 +t)(c12 +t)’

dt
cl +t)\/(al2 +t)(b12 +t)(c12 +t)’

a spodna hranica integralov sa urci tymi istymi podmienkami, ako vo vyraze pre ¢, v pripade

M =2rxabc,

© ey 8

N= 27n<alblcl]E (
0

pol'a, pdsobiaceho pozdiZ osi x. V pripade, kedy potencial magnetizujiiceho homogénneho pola
je dany rovnicou:

@, =—X-x-Y-y-Z-z
t.j. smer pol’a sa nekryje ani s jednou z hlavnych osi elipsoidu, mézeme pouzit’ ziskané riesenia
a aditivne vlastnosti potencialu a napisat’:

KL Y. kM v. KN

@:_I—FKL'_ e y_1+KN'Z.Z_’
L.X-xw il "
1+xL (o +u) S (u)
N kL < du
@, =2rmabc, Y Y !(bhru) f(”)+‘
K 2 du
)

Fyzikalny zmysel ziskaného rieSenia je vtom, ze v homogénnom magnetickom poli
homogénny elipsoid sa zmagnetizuje homogénne, aviak demagnetizaéné faktory pozdiz kazdej
z osi su rozne. Integraly, vstupujuce do vyrazu pre potencidl homogénneho zmagnetizovaného
elipsoidu, vo vonkajSom prostredi, su eliptickymi integralmi. V pripade dvojosého elipsoidu,
napr. ked’ a > b = ¢ je mozné integrovanie previest analyticky az do konca a rieSenia su beznou

stcastou tabuliek integralov.
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4.2 Urcenie kapacity elipsoidu

Z mnoziny jednoduchych prikladov na pouzitie Laméovych funkcii vyrieSime eSte tlohu

urcenia elektrickej kapacity vodivého elipsoidu. Nech je elipsoid, dany osami:

a, =+a’ +4,
b, =«/b2+/11,
¢ =«/c2+/11,

nabity na potencial ¢,. Vo vonkajSom priestore takyto elipsoid vyvola elektrostatické pole,

o~

ktorého potencial sa bude blizit' k nule so vzrastajucou vzdialenostou. Vnutri elipsoidu,

nakol’ko je tento vodi¢om, bude mat’ potencial konStantni hodnotu ¢,. Vo vonkajSom priestore

vyhovuje potencidlova funkcia Laplaceovej rovnici a preto, s pouzitim vSeobecného prikladu

ziskania potencialovej funkcie, dospejeme k nutnosti rieSenia Laméovej rovnice:
d dL n(n+1)
A)— A)— |=L| ——FA+q|.
f()dﬂ( f()d/lj [ 4 q}
Pretoze vnutri elipsoidu je potencial konstantny, t.j. s¢in L(A)L(x)L(v) ma konstantnu
., . dL , e o f :
hodnotu, tak derivéacia 71 =0 a my musime polozit' n = g = 0. Preto rieSenie napisanej rovnice

pre vonkajsi priestor budeme skiimat’ s ohl'adom na tieto podmienky. Inak povedané, budeme

hladat’ takd funkciu F (1), ktora vyhovuje rovnici.

d[ f(ﬁ)dF—wJ:O.

di d

RiesSime tato rovnicu a najdeme.

kde 4 je konstanta. Dalej:

F(/l):A]jm.

Takto potencidlna funkcia vo vonkajSom priestore moze byt’ napisand v tvare:

4.2.1)
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Pretoze v danom pripade, ako uz bolo povedané, funkcie L(x) a L(v) s konStantami, tak

posledné rovnica sa mdze napisat’ ako:

TodA
= , (4.2.2)
@ Ao£ 0
kde
AO:%L(/;)L(V).

V tejto rovnici polozime hodnotu A rovni A; a dostaneme potencial na povrchu elipsoidu.
Oznacime veli¢inu tohto naboja Q a vycCislime tok elektrickej sily gul'ou velkého polomeru.

S pouzitim Gaussovej vety potom dostaneme:

,do
~4xr’ =L =4rx
y Q.
Tuto rovnicu prepiseme:
dr
—dp=0—
r
a po integrovani podl’a premennej » v hraniciach od nula do c dostaneme.
wr = g s
r

t.J. pri dostatocne vel'’kom 7 sa sucin ¢ -r blizi ku Q. Tento predpoklad napiSeme v tvare:

lim(p-r)=0.

r—>®

V nasom pripade, pri ¢ = 4 I \/7 zvacSeniu r odpoveda narast spodnej hranice integralu.

LCahko sa presved¢ime, Ze pri naraste 4, plati nasledujici vztah:

lim \/—A0 az AO\/— [ L=2A0.
e J.\/(a 21 2) (5 +2) (¢ +4) 'i‘jlz "7

Preto mdézeme napisat’:
24,=0.
Ur¢ent hodnotu 49 dosadime do vyrazu pre ¢, a dostaneme:
o da

25 @+ a)(p+2)(+2) 2

0y =

Takto najdeme vyraz pre kapacitu C nasho elipsoidu:
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2 2 2

= - =— ) (4.2.4)
®, j dA J- dt
% \/(a2 +/1)(b2 +2)(c? +/1) 0 \/(012 +t)(b12 +f)(‘312 +t)
V osobitnom pripade sploSteného elipsoidu, a, < b, = ¢,, prejde tento vzorec na:
C == 2 .
J‘ dt
o (bf +t),/af +1
Tento integral mdZzeme riesit substiticiou g +¢=u’ a dostaneme:
.T dt = 2]E du = 2 arctg - arctg blz — alz
0 (b2 +t)ai+r LB —a+ut (b g pi-al | - a,
bl —a}
= ———arcsin
b’ —a; b

Po urceni hodnoty integralu dostaneme pre kapacitu elipsoidu:
2 2
bl —q

C = .
1 \/bl2 _a12
b,

arcsin

Ked’ sa polos a1 zmenSuje, az sa stane veli¢inou nekone¢ne malou, tak nami skimany rotacny
elipsoid sa stane diskom spolomerom b;. Pre kapacitu takéhoto disku dostaneme
z predchadzajuceho vzorca:

c, =2
/2
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