Univerzita Komenského, Prirodovedecka fakulta

Peter Richter—Roman Pasteka—Miroslav Bielik
a kolektiv

(Miroslav Hajach, Roland Karcol, Lucia Vrestiakova, Kristian Csicsay, Martin Katona, Eva
Speviakova, Eva Szalaiova, Bibiana Kytkova)

UCEBNE TEXTY Z MATEMATIKY
PRE 1. ROCNIK GEOLOGIE

2006
BRATISLAVA



© Mgr. Peter Richter, PhD., RNDr. Roman Pasteka, PhD., doc. RNDr. Miroslav Bielik,

DrSc. a kolektiv (Miroslav Hajach, Roland Karcol, Lucia Vrestiakova, Kristian Csicsay, Martin
Katona, Eva Spevakova, Eva Szalaiova, Bibiana Kytkova), 2006

ISBN 80-223-2201-6



Uvod

Tieto ucebné texty z matematiky st urené pre prvy rocnik geologie na
Prirodovedeckej fakulte Univerzity Komenského v Bratislave. Rozdelené su do
jedenastich lekcii, pricom snahou bolo pokryt’ zakladné témy Gvodu do matematickej
analyzy. Tieto témy tvoria teoretické zédklady mnohych analytickych a interpretaénych
metdd, prednasSanych a pouzivanych v roznych odvetviach zakladnej a aplikovanej
geologie. Kazda lekcia zodpoveda tyzdennej prednaske, ktora trva dve vyucovacie

hodiny.

Kazda lekcia obsahuje teoretickii pripravu témy, zakladné vety, vzorce,
poznamky a upozornenia na casté chyby. VSetky vety su bez dokazov, pretoze sa
nazdédvame, ze pre posluchdcov prvého rocnika geoldgie nie su potrebné. Ti Studenti,
ktori sa budu neskor pocas Studia Specializovat’ na aplikovanu geofyziku alebo ktori
maju hlbsi zaujem 0 prezentované ucivo, budu potrebovat’ aj niektoré dokazy. Zatial’ ich

pocas prednasok odkazujeme na standardné ucebnice matematickej analyzy.

Po kazdej lekcii nasleduju priklady — uvedenych je ich priblizne 400 asa
usporiadané do skupin na zaklade podobnosti. Priklady st taziskom tychto textov.
Vsetky priklady st uvedené spolu s rieSeniami a su originalne (ziaden priklad nie je

prevzaty z autormi znamych zbierok rieSenych prikladov).

kolektiv autorov
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Lekcia 1 — MnoZiny

Nové pojmy

a. Mnozina, (ne)prazdna mnozina, (ne)kone¢nd mnozina, (pravd) podmnozina, (prava)

nadmnozina, zjednotenie, prienik, rozdiel, karteziansky sicin, potencia

b. Zobrazenie, obraz mnoziny, prosté zobrazenie

c. Horné (dolné) ohranicenie, zhora (zdola) ohrani¢end mnozina, supremum, infimum,

minimum, maximum

d. Absolutna hodnota

e. Interval, zl'ava (sprava) otvoreny (uzavrety) interval, neohrani¢eny interval, okolie

Pouzivané symboly

V nasledovnych textoch sa budu vyskytovat’ nasledovné symboly:

Symbol Nazov Cita sa

\ VSeobecny kvantifikator Kazdy, pre kazdé, vSetky

3 Existen¢ny kvantifikator Existuje

A Konjunkcia A zéaroven

v Alternativa Alebo

= Implikécia Z toho vyplyva

e Ekvivalencia Je rovnocenné, je ekvivalentné, prave vtedy
e (¢g) Patri (nepatri) Patri, je prvkom (nepatri, nie je prvkom)
N Prienik Prienik

U Zjednotenie Zjednotenie (pomdcka ,,Unia“)

c Podmnozina Je podmnoZinou

) NadmnoZina Je nadmnoZinou

— Zobrazenie Sa zobrazi na

— Sipka Ide k, blizi sa k

) Nekonecno Nekonecno

o Krazok ZloZena funkcia

Jednotlivé symboly budil podrobnejsie vysvetlené priamo v texte.

MnozZiny

Mnozina. Pojem mnoZina chdpeme intuitivne, nedefinuje sa. Ekvivalentnymi

pojmami st skupina, subor.

Prvok mnozZiny. Veci, elementy, ¢leny, Castice, suciastky ¢i polozky, ktoré mnozina

obsahuje, sa volaji prvky mnoZiny.
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Prazdna mnozina. Prazdna mnozina je taka, ktord neobsahuje ani jeden prvok.
Oznacuje sa { } alebo Q.

Neprazdna mnoZina. Neprazdna mnozina je taka, ktora obsahuje aspoii jeden prvok.

Kone¢na mnoZina. Kone¢na mnozina je taka, ktord obsahuje kone¢ny pocet prvkov.

Nekonefna mnoZzina. Nekone¢nd mnozina je takd, ktora obsahuje nekonecny pocet

prvkov.

PodmnoZina. Bc A< VxeB:xeAalebo Bc A= (xeB=xeA)

Mnozina B je podmnozinou mnoziny A vtedy, ak sa v mnozine A nachadzaju vsetky
prvky, ktoré st aj v mnozine B. Podmnozina B je tieZ mnozina. M4 vzdy menej alebo rovnako
vela prvkov ako mnozina A. MnozZina je vZdy podmnoZinou sama sebe. Napriklad

podmnozinou kmena Mollusca je trieda Cephalopoda.

Prava podmnoZina. Prava podmnozina B je takd podmnozina mnoziny A, ktord ma

menej prvkov ako mnoZina A. Nemo6Ze mat rovnaky pocet prvkov.
Nadmnozina. Ak B je podmnozinou mnoziny A, tak A je nadmnozinou mnoziny B.

Prava nadmnoZzina. Ak B je pravou podmnozinou mnoziny A, tak A je pravou

nadmnozinou mnoziny B. Musi mat’ teda viac prvkov ako mnozina B.

Poznamka a casté chyby. Pri ur¢ovani podmnoZin, nadmnoZin, pravych podmnozin a
pravych nadmnozin sa Casto stava, Ze sa clovek sustredi len na pocty prvkov a za podmnoZzinu
urci ta, ktord ma prvkov menej. Treba dat’ ale pozor, aby vSetky prvky podmnoZiny boli aj
VvV nadmnozine. Ak by sa v potencidlnej podmnozine naSiel ¢o len jeden prvok iny, ako

V potencidlnej nadmnoZzine, tieto dve mnoziny nie s vo vztahu podmnozina — nadmnozZina.
Zjednotenie. (xe AUB) < (xe A)v(xeB).

Zjednotenie mnoZin je tieZ mnoZina. Je to takd mnozina, ktora vznikne zlu€enim

mnozin, napr. A a B.
Prienik. (xe AnB) < (xe A)A(xeB).

Prienik mnozin je tiez mnozina. Je to takd mnozina, v ktorej su len tie prvky, ktoré su

v danych mnozinach, napr. A a B.

Rozdiel. (xe A-B) < (xe A)A(x ¢ B).
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Rozdiel mnozin je tiez mnozina. Je to taka mnozina, v ktorej st prvky z mnoziny A,

ale nesmu byt v mnozine B. Je to ta ¢ast’, ktord je v mnozine A navyse oproti mnozine B.

Poznamka a ¢asté chyby. Pri urcovani rozdielu mnozin sa Casto stava, ze ¢loveku
vyjde mnozina, ktora ma menej ako 0 prvkov. To nie je mozné, preto si treba pozriet’, ¢o sa

od ¢oho oddita.

Karteziansky sucin Kag. Kartezidnsky su¢in mnozin A a B je mnozina vSetkych

usporiadanych dvojic [a, b] ,pricom ac AAnbeB.

Poznamka a casté chyby. Pri urCovani kartezianskeho sucinu sa Casto stava, ze
clovek si mysli, ze [a, b] = [b, a]. To je chyba. Dvojica je preto usporiadand, lebo zalezi aj na
poradi prvkov.

Potencia. Potencia mnoziny A je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny A. Zvykne

sa oznacovat’ Pa.

Poznamka a casté chyby. Pri urCovani potencie sa Casto stava, ze ¢lovek niektoré
podmnoZiny zabudne. Potencia sa tazko urcuje pri mnoZzinach, ktoré maju vel'a prvkov alebo

dokonca nekoneény pocet prvkov.

Intervaly

Otvoreny interval. Nech st dané ¢isla a,b, pricom a<b. Otvoreny interval je mnozina

vSetkych ¢isel x takych, ze a<x<b. Oznacuje sa (a, b), alebo ]a,bl[.

Uzavrety interval. Nech st dané ¢isla a,b, pricom a<b. Uzavrety interval je mnoZzina

vSetkych tych Cisel x takych, Zze a < X <b. Oznacuje sa <a, b> alebo [a, b].

Zrava otvoreny interval (Sprava uzavrety interval). Nech su dané ¢isla a,b, pricom

a<b. Zlava otvoreny interval (Sprava uzavrety interval) je mnozina vSetkych ¢isel X takych, ze

a < x <b. Oznaduje sa (a,b) alebo Ja,b].

Sprava otvoreny interval (z'ava uzavrety interval). Nech st dané ¢isla a,b, priCom

a<b. Sprava otvoreny interval (zl'ava uzavrety interval) je mnozina vSetkych ¢isel x takych, ze

a<x<b. Oznacuje sa <a,b) alebo [a, b[.

Zhora neohraniceny interval. Zhora neohraniceny interval je taky, ktory nema horné

ohranicenie.
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Zdola neohraniceny interval. Zdola neohraniceny interval je taky, ktory nema dolné

ohranicenie.

Okolie. Okolie bodu a je akykol'vek interval, ktory obsahuje bod a. Zvykne sa

oznacovat’ Oj,.

Zobrazenie
Zobrazenie. Zobrazenie f mnoziny A do mnoziny B je dané vtedy, ked kazdému
prvku z mnoziny A je priradeny prave jeden prvok z mnoziny B. Oznacujesa f: A— B.

V mnozine A su teda predlohy (vzory) pre zobrazenie a v mnozine B obrazy

(vysledky) zobrazenia.

Poznamka a ¢asté chyby. Pri ur€ovani zobrazenia sa Casto stdva, Ze Clovek priradi
jednému prvku z mnoziny A viac prvkov z mnoziny B. To je chyba. Ale je mozné, a dokonca

Casté, ze viacerym prvkom z mnoziny A je priradeny ten isty prvok z mnoziny B.
Obraz mnoZiny. Obraz mnoZiny je mnozina vsetkych obrazov prvkov.

Prosté zobrazenie. Prosté¢ zobrazenie je také, pre ktoré plati, ze kazdé dva rozne

prvky z mnoziny A maji dva rozne obrazy v mnozine B.

Poznamka a ¢asté chyby. Pri urCovani prostého zobrazenia sa Casto stava, ze clovek
predsa len priradi dvom réznym prvkom z mnoziny A jeden a ten isty prvok z mnoziny B. To

je chyba.

Vlastnosti mnozin

Horné ohranicenie. Horné ohrani¢enie mnoziny A je Cislo k, ak pre ¥x e A je x<Kk.
Dolné ohranicenie. Dolné ohrani¢enie mnoziny A je Cislo |, ak pre ¥xe A je x>1.

Zhora ohrani¢ena mnoZina. Zhora ohrani¢end mnozina je takd, ktord ma horné

ohranicenie.

Zdola ohrani¢enda mnoZina. Zdola ohranicend mnoZina je takd, ktora ma dolné

ohranicenie.
Ohrani¢ena mnoZina. Mnozina je ohrani¢ena, ak je ohranicena zdola aj zhora.
Supremum. Supremum je najmensie horné ohranicenie.

Infimum. Infimum je najvicsie dolné ohranicenie.
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Maximum. Ak supremum patri mnozine, vola sa maximum.
Minimum. Ak infimum patri mnozine, vola sa minimum.

Poznamka a &asté chyby. Casto si 'udia mylia supremum s maximom a infimum
s minimom, lebo sa nevedia rozhodnut’, ¢ supremum do mnoZiny patri alebo nie. Casto ludia
povazuju napriklad zhora ohrani¢eni mnozinu za ohrani¢enti. Ale na to, aby bola mnozina

ohrani¢ena, musi byt’ ohrani¢ena aj zdola aj zhora.
Absolitna hodnota

Absolutna hodnota. |a| = max{— a, a}.

Absolutna hodnota nie je nikdy zaporna, ¢i uz je Cislo a kladné alebo zaporné. Bezne

sa urci tak, ze sa zabudne na znamienko.

Poznamka a casté chyby. Urcenie absolutnej hodnoty zabudnutim na znamienko je
v poriadku len vtedy, ak sa urcuje absolitna hodnota ¢isla. Ak je pod absolutnou hodnotou
funkcia, problém je zlozitejsi a treba vypoctom zistit, kde funkcia nadobtda kladné a kde

zaporné hodnoty.
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Priklady

Priklad 1. Ktoré z nasledovnych st mnoziny? Ktoré su konecné, ktoré nekonecné?

Kol'ko maja prvkov?

a. &isla1,2,3 d. {3 g {}J}

b. {a +, 9,4} e. {stol, stolicka, ryba} h {12 {i}n}
: 14 U fizy

c. {nh f. i

RieSenie. Vsetky s mnoziny.

a. Konec¢na, 3 prvky. e. Konecn4, 3 prvky. h. Kone¢na, 14 prvkov.
b. Konec¢na, 4 prvky. f. Nekonecna, 0
prvkov.

c. Konecna, 30 prvkov.

d. Kone&n4, 0 prvkov. g. Konec¢na, 1 prvok.

Priklad 2. V ktorych pripadoch Ac B a kedy B < A? Kedy sa jedna o pravé

podmnoziny?
a. A={12}; B={1,2,3} . A={x | B={x ],
b. A={1,2,3}; B={1,2} 9. A=R;B=N
c. A={jablko}; B={jablko} h. A=Z: B=N
d. A={} B={1} i. A=nezaporné ¢isla; B=kladné ¢isla
e. A=B={}
RieSenie.
a. Ac B, prava d. AcB,prava g. Bc A, prava
b. Bc A, prava e. AcB,BcA h. Bc A, prava
c. AcB,BcA f. AcB,prava i. BcA,prava

Priklad 3. N4jdi AnB, AuB, A-B, B-A.

a. A={123};B={12} ¢ A=l B={x i,
b. A={orech,  jablko};  B={hruska, d. A=Z;B=N
koleso}

11
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Riesenie.
a. AnB={,2}=B, AUB={,23}=A, A-B={3}, B-A={}
b. AnB={},  AUB=/{orech, jablko, iruskakoleso}, ~ A—B ={orech, jablko}= A,
B — A= {hruska koleso}= B
c. AnB={x},=A, AUB={x}, =B, A-B={}, B—A={x,}
d AnB=N=B, AUB=Z=A, A-B=Z,, B-A={}
Priklad 4. Zisti ANBNCnDa AuBuUCuUD.
a. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3}; c. A=Z,B=X,C=Q,D=%

D={1,2,3,4} d. A=Z,B=NX,C=%, D={0}

b. A={1}; B={1,2}; C={1,2,3};
D={2,3,4,5}

e. A=Z B=X,C=%R,D={}

RieSenie.
a. AnBNCnD=1, AUBUCUD={,234}
b. AMBNCnD={}, AUBUCUD={,234,5}
c. ABNCNnD=N, AuBUCUD=%R

d ANBNCnD={}, AUBUCUD=®R
e. AnBNCnD={}, AUBUCUD=%R
Priklad 5. V ktorych pripadoch (AnB)UC = An(BuUC)?

2. A={1}; B={12); C={123} ¢ A={x),iB={x )%, C={x )]

b. A={v}, B={%ea}; C={sa} d. A=Z;B=%;C={}
RieSenie.
a. (AnB)uC={23}An(BuUC)={}] ¢ (AnB)JuC=C=AN(BUC)=A
d. (AnB)uC=Z=An(BUC)
b. (AnB)uC=C=An(BuC)={}
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Priklad 6. Urob karteziansky si¢in mnozin A a B.

. A={1,2}; B={s,r} d. A=R;B=%R
. A={pyrit, chalkopyrit}; B={jablko, e. A=Z;B=Z
hruska} f. A={};B={1.2}

. A={zem}; B={1,2,3,4}
RieSenie.
{n.slrl[2s])[2.r];
{{pyrit, jablko],[ pyrit, Aruskal, [chalkopyrit, jablko],[chalkopyrit, Aruskal}
{izem1] [zem 2] [zem,3] [zem,4]}

. Vsetky body stradnicovej ststavy, danej osami x a'y

. Vsetky body stradnicovej sustavy, danej osami X a Y, ale také, ktoré su priese¢nikmi

priamok x=c;ceZ a y=c;ceZ. Su to teda vsetky tie body, ktorych suradnice su celé

¢isla.
{}

Priklad 7. Ur¢i potenciu mnoZiny A.

. A={1,2,3} c. A={}

. A={jablko} d. A={ab.cd}
RieSenie.

{1k {2) {8l 2) fusf 230 L3l
{{ ) {jablko}

{h

{ Jah ol {ch{dlfabhlachiadlib.clibdlcdifabchiabd}iacd]ibedyiabedy

13
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Priklad 8. Ktoré st zobrazenia A— B?

RieSenie.
a. Jeto zobrazenie, pretoze kazdému prvku z A sa priradi prave jeden prvok z B.
b. Nie je zobrazenie, pretoze nie kazdému prvku z A sa priradi nieco z B priradi.

c. Je to zobrazenie, pretoze kazdému prvku z A sa priradi prave jeden prvok z B. Nevadi, ze

sa celé B nevycerpalo.
d. Nie je zobrazenie, pretoze jednému prvku z A sa priradil viac ako jeden prvok z B.

e. Je to zobrazenie, pretoze kazdému prvku z A sa priradi prave jeden prvok z B. Nevadi, ze

viac prvkov sa zobrazilo na jeden.
f. Nie je zobrazenie A— B, pretoze aj z B sa zobrazuje.

Priklad 9. Zisti, ¢i je mnozina A zhora (zdola) ohraniCena, ¢i je ohrani¢ena a najdi

nejaké horné (dolné) ohraniéenie.

a. A={1,2,3,4,5,6} d. A={i® g. A={s?)

i=1 s=-5

b. A={-1000,0,1000}

e. A= {i }i_:zf)lOOO h. A= {S?’ }:}w
c. A={jablko, hruska,
orech} f. A={s?f,
RieSenie.
a. Ohranic¢ena, 1=0, k=10 e. Ohrani¢ena, I=-5550, k=10
b. Ohrani¢ena, 1=-100000, k=100000 f. Ohrani¢ena zdola, I1=-10
€. NezoraditeI'na mnozina g. Ohranicena zdola, 1=-110

d. Ohraniena, 1=0, k=100 h. Ohrani¢ena zhora, k=9
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Priklad 10. N4jdi supremum, maximum, infimum a minimum mnoziny A.

A={1,2,3,4,5,6} e. A={i}i h A—{l}oo
. A={-1 1 o
{-1000,0,1000} f. A=(5)
el i A=(-13)
1 100
A={jablko,  hrusk ’ A:{T} e
. A={jablko, ruska, i J A:{T}
orech} e
RieSenie.

inf A=1, min 4=1, supA=6, max A=6
inf 4=-1000, min 4=-1000, sup 4=1000, max 4 =1000

inf 4=-1, minimum nema, sup4 =2, max A=2

. Nezoradite'na mnozina

inf A=1, min A=1, sup4 =100, max 4=100
inf A=1, min A=1, supA4 =5, maximum nema
inf 4=0,01, mn 4=0,01, supAd=1, max 4=1
inf A=0, minimum nemd, supA4=1, max A=1
inf 4 =—-1, minimum nem4, sup 4 =3, maximum nema

Neohrani¢end mnozina
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Lekcia 2 — RieSenie rovnic

Nové pojmy

a. Ekvivalentné a neekvivalentné Gpravy
b. Osamostatiiovanie neznamej, diskriminant, korefi rovnice

RieSenie rovnic patri medzi najdolezitejSie Casti matematiky. Z pohladu tychto
ucebnych textov je tato kapitola najdolezitejSia zo vSetkych. Hned’ na tivod treba
povedat, Ze obrovské mnoZzstvo procesov v geologii je riadenych procesmi opisanymi
rovnicami, ktoré rieSenie nemajl. Je tu vSak mnoho dejov alebo asponi ich pribliZeni, za
ktorymi stoja rieSiteI'né rovnice. Geolog si musi tiez uvedomit, ze niektoré rovnice
(deje, procesy) rieSenie nemaju, iné maju jedno, dve, tri alebo aj nekonecne vela.
Znamena to, ze ak sme nasli rieSenie pre dant rovnicu, eSte to automaticky neznamena,
Ze je problém vyrieSeny. Pocet rieSeni zavisi od typu rovnice. K tymto rieSeniam sa da

dospiet’ upravami, ktoré sa delia na ekvivalentné a neekvivalentné.

Ekvivalentné tdpravy. Su to také, ktoré neovplyviiuji pocet rieSeni. Patria

medzi ne:
a. pripocitanie alebo od¢itanie rovnakého ¢isla od oboch stran rovnice
b. nasobenie alebo delenie oboch stran rovnakym ¢islom (okrem nuly)

Neekvivalentné upravy. Su to také, pri ktorych sa rieSenia stracaju alebo

naopak vznikaju nové. Patria medzi ne:

a. umociovanie a odmocnovanie

b. logaritmovanie

C. ndasobenie alebo delenie oboch stran premennou

Poznamka. VZdy sa hovori o Gprave oboch stran rovnice. Nie je mozné upravit’
iba jednu stranu s tym, Ze druha zostane nezmenend. Tym by vznikla uplné ina rovnica.
Uprava jednej strany rovnice musi mat protivahu na druhej strane, aby sa rovnica

zmenila iba vizudlne, ale jej obsahova stranka musi zostat’ zachovana.

Poznamka. Nésobenie alebo delenie oboch stran premennou je neekvivalentna
uprava preto, lebo premenna zastupuje vSetky mozné Cisla, a teda aj nulu. A nasobenie

rovnice nulou rovnicu znic¢i a delenie nulou nema zmysel.
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Meto6dy rieSenia rovnic

Metod rieSenia rovnic je mnoho, pretoze typov rovnic je mnoho. Kazdy typ sa
vyznacuje osobitnym spoésobom rieSenia, pripadne osobitnym postupom. Je v§ak mozné
ndjst’ aj spolocné kroky pre rieSenie viacerych alebo dokonca vsetkych typov (napriklad
ekvivalentné upravy). V d’alSom texte sa obmedzime na rieSenie iba najzakladnejSich

typov rovnic.

Poznamka. Niekedy nie je jasné, ¢o to vlastne ten pojem ,,vyrieSit' rovnicu*
znamend. V skuto¢nosti to znamend, ze premennu treba osamostatnit, teda pouzit’ také
ekvivalentné upravy, aby premennd zostala na jednej strane a vSetko ostatné na druhe;j

strane. Inak povedané: Treba ndjst’ také X, pre ktoré plati f(x)=0.

KonStantné rovnice. Su to rovnice typu f(x)=c. KedZze funkcia nema vo
svojom predpise premennd, nie je o riesit’.

Linearne rovnice. Su to rovnice typu f(x)=ax+b, a#0. Treba teda riesit

rovnicu ax + b =0. Rovnicu rieSime v dvoch krokoch:

1. Od obidvoch stran odé&itame b a dostaneme: ax =—-b.

b
2. Obe strany predelime a a dostaneme: x=——.
a

Kvadratické rovnice. St to rovnice typu f(x)=ax’ +bx+c, a#0. Treba
teda rie$it rovnicu ax’+bx+c=0. Rovnicu rieSime najéastejsiie pomocou
diskriminantu. Diskriminant je pomocna veli¢ina ajej predpis je: D=b> —4ac.

~b+[D -bt-/b*—4ac

RieSenie je potom: x =
2a 2a

Poznamka. Z predpisu vidno, Ze rieSenia mozu byt dve (ked’ je diskriminant
kladny), mo6ze byt jedno-dvojnasobny koreni (ked’ je diskriminant nulovy), ale rieSenie
nemusi existovat’ vobec (ked’ je diskriminant zaporny). Zavisi to od konstant a, b, .

Polynomické rovnice vysSiecho radu. SG to rovnice typu

f(X)=ax" +bx"" +. . +x+c, a#0. Treba teda riesit’ rovnicu

ax" +bx"" +...+x+c=0. Rovnica sa vo vieobecnosti nemusi dat’ vyriesit. Postup

rieSenia je znamy iba pre niektoré typy, preto sa nim nebudeme blizsie zaoberat’.

17
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Exponencialne rovnice. St to rovnice typu f(x)=M* +b, M eR", a=0.
Treba teda rie$it rovnicu M“ +b=0. Rovnicu rieSime najcastejS§ic pomocou

logaritmovania:

1. Od obidvoch stran od¢itame b a dostaneme: M “* =—b.
2. Zlogaritmujeme obe strany rovnice. Zvolime logaritmus pri zdklade M. Dostaneme:
log,, M“ =log,, (— b). Exponent sa teraz d& zapisat pred logaritmus:

axlog,, M =log,, (~b). Ked'ze log,, M =1, dostaneme ax =log , (~b).
3. Obe strany predelime a a dostaneme: x = llogM (—b).
a

Poznamka. Z predpisu vidno, Ze rieSenie moze byt jedno (ked’ je b zaporné), ale
rieSenie nemusi existovat’ vobec (ked’ je b kladné).

Logaritmické rovnice. Su to rovnice typu f(x)=Ilog,, (ax)+b , MeR",
a#0. Treba teda riesit rovnicu log,, (ax)+b=0. Ked’ze sme exponencialnu rovnicu
rieSili pomocou logaritmovania, rovnicu logaritmicku rieSime pomocou exponencialnej
operacie:

1. Od obidvoch stran odéitame b a dostaneme: log,, (ax)=—b.

2. Na obe strany rovnice aplikujeme exponencovanie. Zvolime zéklad M:

M2 (@) — pr-b Pri takto vhodne zvolenom zaklade nam ostane ax =M .

3. Obe strany predelime a a dostaneme: x = Yy
a

Poznamka. Logaritmus zapornych ¢isel a nuly nie je definovany. Preto tuto
rovnicu budeme rieSit’ iba za istych okolnosti: v pripade, Ze aje kladné, rieSenie
hl'addme pre kladné X, v pripade, Ze a je zaporné, rieSenie hladame pre zaporné X.

Goniometrické rovnice. S to rovnice typu @ f(x)= sin(ax)+b ,
f(x)= cos(ax) +b, f(x)= tg(ax) +b, f(x)= cotg(ax) + b. VSetky sa rieSia podobnym
postupom, preto rieSenie ukaZzeme na priklade sin(ax)+ b=0. Najvacsi problém je to,
ze tato funkcia je periodicka. Postup rieSenia je nasledovny:

1. Od obidvoch stran odéitame b a dostaneme: sm(ax) =-b.

2. Aplikujeme inverznii funkciu, teda arkussinus a dostaneme: ax = arcsin(— 5).
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3. Obe strany predelime a a dostaneme: x = la:rcsin(— b).
a

Poznamka. Predosly vysledok je iba cCiasto¢na pravda. Hoci vieme, ze
cyklometrické funkcie st inverzné ku goniometrickym, nemozme jednoducho aplikovat’
na obe strany inverznu operaciu, pretoze cyklometrické funkcie maju iny definicny
obor. Stratila by sa nam periodickost’. Korektne sa postupuje tak, ze sa polozi otazka:
Sinus ¢oho je rovny —b? Toto sa elegantne vyriesi na jednotkovej kruznici. V lekcii 3
sme zistili, ze sinus a kosinus su periodické s periddou 360° atangens a kotangens
s periddou 180°. Preto ak nam vyjde vysledok ako nejaky uhol @, je potrebné si
uvedomit, ze ¢@+360° predstavuje pre sinus a kosinus tiez vysledok (pre tangens
a kotangens je to, prirodzene, ¢+180°). Konecny vysledok sa teda zapisuje

@+ k.360° k € Z, pripadne v uhlovej miere ¢+ k.27 keZ (pre sinus akosinus) a

@+ k.180° k € Z, pripadne v uhlovej miere ¢ + k., k € Z (pre tangens a kotangens).

Poznamka. Pri rieSeni goniometrickych rovnic ¢asto pomoze preformulovanie

zadania nasledovne: Ak mame vyrie§it' rovnicu, ktorej predpis je sin(¢) = A, tak otazka

znie: ,,Sinus akého uhla je A? Podobne aj pre ostatné goniometrické funkcie.

Cyklometrické rovnice. St to rovnice typu f(x)= arcsin(ax)+ b,
f(x)= arccos(ax)+ b, f(x)= arctan(ax)+b , f(x)=arccot g(ax) +b. Cyklometrické
rovnice sa rieSia podobne ako rovnice goniometrické pomocou inverzie. Postup je vSak
opaény. Tento krat nie je nezndmou uhol ¢, ale dizka. Ak mame vyriesit’ rovnicu, ktorej
predpis je arcsin(A) = ¢, tak otazka znie: ,,Sinus uhla ¢ je kolko?* Podobne aj pre

ostatné cyklometrick¢é funkcie. Postup rieSenia je presne taky, ako v pripade
. .1 , Sy . . . 1 .
goniometrickych rovnic, preto rieSenie rovnice arcsm(ax)+b=0 je x:—sm(— b).
a
Podobne aj pre ostatné cyklometrické funkcie.

Poznamka. Takmer vzdy je prehladnejSie rieSit’ tieto rovnice pomocou
jednotkovej kruznice. Ked’ sa na obrazok nakreslia potrebné uhly, pripadne dizky,
vysledok je jasny.

Hyperbolické rovnice. St to rovnice typu f (x)=sinh(ax)+b,
f(x)=cosh(ax)+b, f(x)=tgh(ax)+b, f(x)=cotgh(ax)+b. Riedit hyperbolické

rovnice nie je jednoduché. Dovodom je to, Ze hyperbolické funkcie st zloZené
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Z exponencialnych funkcii. Obycajne sa vSak postupuje tak, ze sa samotna funkcia
nerozdel'uje na jednotlivé exponencidlne Cleny. Riesi sa prostym invertovanim, teda
vysledok sa uvddza pomocou inverznej funkcie k danej hyperbolickej. Postup riesenia je

presne taky, ako v pripade goniometrickych rovnic, preto rieSenie rovnice

sinh(ax)+b =0je x= la:rg sinh(— b). Podobne aj pre ostatné hyperbolické funkcie.
a

Hyperbolometrické rovnice. Su to rovnice typu f(x)=arg sinh(ax)+b,
f(x)=argcosh(ax)+b, f(x)=argt ghlax)+b, f(x)=argeotg h(ax)+b. Riesit
hyperbolometrické rovnice nie je jednoduché. Dovodom je to, ze hyperbolometrické
funkcie su zlozené z logaritmickych funkcii a odmocnin. Obyc¢ajne sa vSak postupuje
tak, ze sa samotnd funkcia neprepisuje pomocou logaritmov. RieSi sa prostym
invertovanim, teda vysledok sa uvadza pomocou inverznej funkcie k danej

hyperbolometrickej. Postup rieSenia je presne taky, ako v pripade goniometrickych
rovnic, preto rieSenie rovnice argsinh(ax)+b=0 je x=lsinh(— b). Podobne aj pre
a

ostatné hyperbolometrické funkcie.
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Priklady

Priklad 11. Vyrie$ nasledovné lineérne rovnice:

1
a 6x-5= d. 2x+3—6x=1,5x+3(2—§j
b. _2-x =6
3
C. 3:5—g
X
RieSenie.
c 1A . . s 1 1 15 16
Najskor k obom stranam rovnice pri¢itame 5 a dostaneme 6x = 3 +5= 3 + 3 = 3

Predelime 6 a mame x = E =_.
18 9

. Najskor obe strany rovnice vynasobme 3 a dostaneme —(2—x)218. Znamienko
minus vlozime do zatvorky a mame (—2+x)=18. Zatvorka uz nie je potrebna
a staci k obom strandm rovnice pricitat’ dvojku. Vysledok je x =20

Nesmieme sa dat’ pomylit’ tym, Ze nezndma je v menovateli. Ur¢ime podmienky
rieSenia (x # 0) avynasobime obe strany rovnice premennou. Nejedna sa
0 hyperbolu, pretoze ked’” vynasobime premennou, dostaneme 3x=5x—2. Cleny

s neznamou dame na jednu stranu a dostaneme 3x—5x=2, ztoho —2x=2 apo

predeleni minus dvojkou je vysledok x=-1.

Odstranenie zatvoriek je (skoro) vzdy prvé, preto vyndsobime cleny v zatvorke
trojkou: 2x+3—-6x=15x+6— g Na jednu stranu (napriklad na avi) prenesieme

vSetko s neznamou (samozrejme s opaénym znamienkom) a na druhu stranu (pravi)

prenesieme vsSetko ostatné (tiez sopacnym znamienkom). Dostaneme:

2x—6x—1,5x+ gz 6—3. Na lavej strane vyberieme nezndmu pred zatvorku

amame: (2—-6-15+1/3)x=3. V zitvorke je dokopy —-31/6, preto tymto

3 18

redelime obe strany rovnice. Vysledok je: x = =—_",
P Y ysledox] 2316 31
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a.

Priklad 12. Vyries nasledovné kvadratické rovnice:
2 2
X" +3x=-2 C. x +x=-1
2
—x" =1+2x
RieSenie.
Rovnicu prepiSeme na tvar x° +3x+2=0 arieSime pomocou diskriminantu.

Kedze sa jedna o kvadraticki rovnicu, vo vSeobecnosti o¢akdvame dve rieSenia:

—b+b* —dac -3+-9-4.12 -3+1 —3+1
X, = = = . Preto x, = =-1 a
: 2a 2.1 2 2
-3-1
X, = 5 =-2.

Rovnicu prepiSeme na tvar —x” —2x—1=0, vynasobime obe strany rovnice -1, ¢im

dostaneme x°+2x+1=0 a  riesime  pomocou diskriminantu.
—b+:b’ —4ac -2+./4-411 -2%0 T ,
X, = = = . Obe rieSenia su teda rovnaké,

2a 2.1

teda je len jedno rieSenie (dvojnasobny korenl): x =—1.

Rovnicu prepieme na tvar x> +x+1=0 arieSime pomocou diskriminantu.

_—bxb’—4ac -1+ 1-411 -1+.-3

X, = Diskriminant je zaporny,
b2 2a 2.1 2 1e ZApoTy

pod odmocninou ale zaporné ¢islo nemoze byt’, preto rovnica nema rieSenie.

Priklad 13. Vyries nasledovné mocninové rovnice:
(x—89) +2=6

—2x*-2=14 d x®=x’

RieSenie.
Od oboch stran rovnice od&itame 2, dostaneme tvar (x —89)’ =4 a odmocnime:

x —89=1/4. K obom strandm pri¢itame 89 a vysledok je x =3/4 +89.
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K obom stranam rovnice pri¢itame 2, dostaneme tvar —2x’ =16 a predelime -2:

x’ = 162=—8. Potom x=%/—8 =-2. Netreba sa I'akat’, Ze bolo pod odmocninou

zaporné ¢islo, odmocnina bola totiz neparna.

, : o 10 .
K obom stranam rovnice pri¢itame 1 a dostaneme tvar — - =3. Vynéasobime obe
0

. 1 .
strany rovnice x*** a predelime 3. Dostaneme 30= x***. Vysledok je x="%/10/3.

Ak je potrebné Cislo, vyc¢islime na kalkulacke, avSak obvykle sa vysledok nechava
v takomto tvare. Vynasobili sme vSak nezndmou, preto sa treba presvedcit’, ¢o by sa
stalo, keby bola ndhodou nulovad. Dosadime teda do zadania x=0 avyjde nam

10

005 =3. Nula v menovateli nema zmysel, preto ziadne rieSenie sa pri vynasobeni

neznamou nestratilo.

Obe strany rovnice predelime x’ a dostaneme x =1. Predelili sme v§ak neznamou,

preto sa treba presvedcit’, Co by sa stalo, keby bola ndhodou nulova. Dosadime teda
do zadania x=0 avyjde nam 0® =07, &ize 0=0. ’ava strana sa rovna pravej,

preto aj nula je rieSenim. Rovnica ma teda rieSenia dve.

Priklad 14. Vyries nasledovné exponencidlne rovnice:

3?0 —_1=2 c. 5°0D 421=-19
—5¢%=2-3 d -37-3=-5
RieSenie.

279 =3 predelime 3 a mame

K obom stranam rovnice pri¢itame 1, dostaneme 3e
e’ =1. Obe strany rovnice zlogaritmujeme pri ziklade e adostaneme
Ine’™™® =In1, &o je to isté, ako me’*™” =0. 2(x-9) dame pred logaritmus,
dostaneme 2(x—-9)Ine=0, ¢o je to isté, ako 2(x—9)=0. Predelime obe strany

rovnice 2, dostaneme x —9 =0, k obom stranam pricitame 9 a vysledok je x=9.

Rovnicu vynasobime -1, dostaneme Se*'® =—2+3=1 apredelime 5: e *'®* =1/5.

Obe strany rovnice zlogaritmujeme pri zéklade e a dostaneme Ine™*'° =]n(1/5).
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—X/6 dame pred logaritmus, dostaneme —glne:]n(l/ 5), ¢ je to isté, ako

— = =In(1/5). Obe strany uz len vynasobime -6 a vysledok je x =—61n(1/5).

AN =

c. Od oboch stran rovnice od¢itame 21, dostaneme 5°**" =-40 a zlogaritmujeme pri

zéklade 5, ¢im dostaneme log, 5°*™ =log,(—40). 9x+9 dame pred logaritmus
a dostaneme (9x + 1) log, 5 =log,(—40), &o je to isté, ako 9x +1=1log,(~40). Od

oboch stran od¢itame 1, 9x=log,(—40)—1, obe strany rovnice predelime 9
. 1 . : : .

a vysledok je x = §(log s (— 40) - 1). Upravy boli ale aj tak zbyto¢né, pretoze rovnica

aj tak nemad rieSenie, ked’Ze logaritmus zapornych cisel nie je definovany.

d. Kobom stranAm rovnice pri¢itame 3, dostaneme —3*'° =-2. Obe strany kvoli
prehladnosti vynasobime -1, ¢im dostaneme 3*° =2 . Zlogaritmujeme pri zaklade

3, ¢im dostaneme log, 3" =log,2. X/9 déme pred logaritmus a dostaneme
glog3 3=log, 2, ¢o je to isté, ako §:10g3 2. Obe strany rovnice vynasobime 3
a vysledok je x=3log, 2.

Priklad 15. Vyrie§ nasledovné goniometrické rovnice:

a. 2sin(p—5)+2=3 c. —tan(p)+200=200
b, 05c0s20)— "2 —0 d. —cotg(p)+2:/3=7.3/3
’ 4
RieSenie.

a. Od oboch stran rovnice od¢itame 2, dostaneme 2sin(p +5°)=1 a predelime 2, &im
dostaneme  sin(p+5°)=05.  Vysledok je  @+5°=arcsin0,5, Cize
@ =arcsin 0,5 — 5°. Kalkulacka da vysledok 30°-5°=25°. Ako uz bolo povedané,
goniometrické funkcie su periodické, preto nas takyto rychly postup pripravil
0 polovicu pravdy. Korektné rieSenie sa dosiahne otdzkou: Sinus akého uhla je 0,5?
Pomocou jednotkovej kruznice a dizky 0,5 na osi y vidime, Ze rieenie je 30° a 150°.

Po od¢itani 5° dostaneme 25° a 145°. Ani toto eSte nie je koniec, pretoze sinus ma
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periodu 360°, teda k vysledku je mozné pridat’ aj l'ubovolny pocet ,,oto¢iek* o 360°.

Uplny vysledok je: ¢ =25°+£.360° a ¢ =145°+ k.360%, ke Z .
. Kvoli cviku sa vtomto priklade nebudi pouzivat' stupne, ale radiany. K obom

. . 2
stranam rovnice pri¢itame \J2 /4, dostaneme 0,5 cos(2(p)={, predelime 0,5

2

a mame cos(2g0)= B Zvadza nas pouzit’ inverznu funkciu, ¢im by sme presli na

\2 T . , . . , R .
tvar 2¢):arccos§:4, ¢o sice je pravda, ale nie cela. Korektné rieSenie sa

dosiahne otazkou: Kosinus akého uhla je ~/2/2? Pomocou jednotkovej kruznice

adizky </2/2 na osi x vidime, Ze rieSenie je uhol 7/4, ako aj uhol 7z/4.

Medzivysledok je teda 2¢ = % +2kz a 2¢p = 777[ + 2k, k € Z. Toto plati pre uhol

2¢, preto eSte obe strany predelime 2. Uplny vysledok je: (p:%+k7z a

Q= %T +kr,keZ.

Od oboch stran rovnice od&itame 200, dostaneme — tan(p)=0 a vynasobime -1,
¢im  dostaneme tan(p)=0. Inverznou funkciou dostaneme  vysledok
p=arctan0=0, ale ako obvykle pri goniometrickych rovniciach to nestaci.
Korektné rieSenie sa dosiahne otazkou: Tangens akého uhla je 0? Pomocou
jednotkovej kruznice a dizky 0 na osi y vidime, Ze rieSenie je 0° a 180°. Ani toto
eSte nie je koniec, pretoze tangens ma periddu 180°, teda k vysledku je mozné
pridat’ aj Tubovolny podet ,,oto¢iek* o 180°. Uplny vysledok je: ¢ =0°+ £.180° a
@=180°+£k.180° k € Z. AvSak tieto dva zapisy predstavuju to isté, preto staci
p=k.180%keZ.

. Kvoli cviku sa vtomto priklade nebudu pouzivat’ stupne, ale radidny. Od oboch
stran rovnice odcitame 2x5 , dostaneme — cot g(go): \B /3 avynasobime -1, ¢im

dostaneme  cot g(¢)=—/3/3. Inverznou funkciou dostaneme vysledok

—\6_27T

3 3 ale ako obvykle pri goniometrickych rovniciach to

@=arccotg

nestaéi. Korektné rieSenie sa dosiahne otdzkou: Kotangens akého uhla je —/3/3?
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Pomocou jednotkovej kruznice a dizky —+/3/3 na osi x vidime, Ze rieSenie je uhol

2 . Sr . . e . . ,
Q= 3 ako aj uhol ¢ = S Ani toto eSte nie je koniec, pretoze kotangens ma
periodu 7, teda K vysledku je mozné pridat’ aj I'ubovolny pocet ,,polotaciek™ o .

, ) 2 5 ) )

Uplny vysledok je: ¢= Tﬂ +kr a o= ?ﬂ+k7z, keZ. Avsak tieto dva zapisy
e » 2r

predstavuju to isté, preto staci ¢ = —3 +kr,keZ.

Priklad 16. Vyries nasledovné cyklometrické rovnice:
a. 2arcsin(x)+30°=210° C. 50°=10°—arctan(0,01x)

b. 20arccos(2x)+ 7 = /2 — 3arccos(2x) d. 7= —arccotg(4x)

RieSenie.
a. Od oboch stran rovnice odc¢itame 30°, dostaneme 2arcsin(x)=180°, predelime 2
amame arcsin(x)=90°. Aplikujeme inverznii funkciu amame vysledok
x=sin90°=1. Rovnako vhodna je otazka: Sinus 90° je kol'ko? Tu sa nemusime

v sich riegeni, pretoz i cké funkeie nie st periodické.
obavat’ d’alSich rieSeni, pretoze cyklometrické funkcie nie su periodické

b. Kvoli cviku sa v tomto priklade nebuda pouzivat’ stupne, ale radiany. t prenesieme

na pravl stranu (samozrejme s opacnym znamienkom) a —3arccos(2x) na lavu
(tiez s opacnym) a dostaneme 20 arccos(2x)+3arccos(2x)=7z/ 2 — . Na Tlavej aj
pravej strane sa dajii Gleny s&itat: 23arccos(2x)=—z/2. Predelime 23, dostaneme
arccos (2x) =—m/46 a aplikujeme inverznu funkciu: 2x = cos(— w/ 46). Predelime 2

a vysledok je x=0,5 cos(— w/ 46). Ak by bolo potrebné, vyc¢islime na kalkulacke.

c. Od oboch stran rovnice od¢itame 10°, dostaneme 40° =—arctan(0,01x), obe strany
vynasobime -1 amame -—40°=arctan(0,01x). Aplikujeme inverznu funkciu
amame 0,0lx= tan(— 40°). Obe strany rovnice predelime 0,01 a vysledok je

x =100 tan(— 40°). Ak by bolo potrebné, vy¢islime na kalkulacke.
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d. Na oboch stranach je m Srovnakym znamienkom, preto sa zrusia a mame

0=—arccot g(4x), Cize arccot g(4x)=0. Aplikujeme inverznu funkciu a méme

4x =cot g(O). Obe strany rovnice predelime 4 a vysledok je x =0,25cot g(O) =00,

Priklad 17. VyrieS nasledovné hyperbolické rovnice:

a. 2sinh(x/3)=5 cot gh(x/5)

2

d -2=-3+
b. cosh(2x)=2cosh(2x)-9

c # =6
" tanh(6x)
RieSenie.

a. Najskor predelime obe strany rovnice dvojkou a dostaneme sinh(x/3)=5/2.
Aplikujeme inverznti funkciu a dostaneme x/3=argsinh(5/2). Vynasobime obe
strany trojkou a vysledok je x =3argsinh(5/2).

Poznamka. Ak by sa niekto rozhodol pre iny postup, mohol by zadanti rovnicu

x/3 _ A-x/3
2sinh(x/3) =5 prepisat pomocou exponencial na ZT =5. Dvojky sa vykratia

X/3 _ A—Xx/3

aostane e e7 =5. Exponencidlne rovnice rieSme logaritmovanim, preto obe
strany zlogaritmujeme a mame Iog(ex’ e 3): log5. Tym sme sa ale dostali do slepej
ulicky, pretoze logaritmus rozdielu (ako aj stctu) sa d’alej upravit’ neda.

Poznamka. Vysledok zapisany pomocou hyperbolometrickej funkcie je mozné
upravit’ eSte pomocou logaritmu nasledovne:

x = 3argsinh(5/2) = 3In(5/2+ (5/2)2 +l). V takto zapisanom vysledku sa nam ale

ni¢ nezjednodusilo, tak ¢i onak je na vycislenie potrebny pocita¢ alebo kalkulacka.

b. Od oboch stran rovnice odc¢itame 2cosh(2x), dostaneme — cosh(2x)=-9, ¢o je to
isté, ako cosh(2x)=9. Aplikujeme inverzntl funkciu a dostaneme 2x =argcosh9.
Predelime 2 a vysledok je x=0,5argcosh9. Ak by bolo potrebné, vycCislime na
kalkulacke.
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c. Obe strany rovnice vynasobime tanh(6x) a predelime 6, dostaneme Z: tanh(6x),

Cize 6x:argtanh;. Predelime 6 avysledok je x:éarg tanh;. Ak by bolo

potrebné, vycislime na kalkulacke. Vynasobili sme vSak neznamou, preto sa treba

presvedcit’, ¢o by sa stalo, keby bola ndhodou nulova. Dosadime teda do zadania

x=0 avyjde ndm . =6. tanh(O) =0 a nula v menovateli nema zmysel, preto

3
anh(0)
ziadne rieSenie sa pri vyndsobeni neznamou nestratilo.

cot gh(x/5)

d. Kobom stranam rovnice pri¢itame 3 a dostaneme =1. Vynasobime 2

a mame cot gh(x/S): 2. Aplikujeme inverznu funkciu a dostaneme x/5=tanh?2.
Obe strany vynasobime 5 a vysledok je x =5tanh2. Ak by bolo potrebné, vycislime
na kalkulacke.

Priklad 18. Vyries nasledovné hyperbolometrické rovnice:

a. 3argsinh(5x—1)=5 d 122 10

- arg cot gh(x/2)
b. O0=argcosh(3+2x)

B
arg tanh(30x)

RieSenie.
a. Predelime obe strany rovnice 3, dostaneme argsinh(5x—1)=5/3 aaplikujeme

inverzni funkciu: 5x—1=sinh(5/3). Kobom stranam rovnice pri¢itame 1,

dostaneme 5x =sinh(5/3)+ 1, predelime 5 a vysledok je x = ;(sinh(S /3)+1).

b. Rovno aplikujeme inverznu funkciu a dostaneme 3+ 2x=coshO=1. Od oboch

stran rovnice od¢itame 3, dostaneme 2X =—2, predelime 2 a vysledok je x =-1.

. . o 10 o
€. Od oboch stran rovnice od¢itame 2, dostaneme ———————— =6, vyndsobime

arg tanh(30x)

arg tanh(30x) a predelime 6 a mame ;Z 160 = arg tanh(30x) . Aplikujeme inverznu
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funkciu, dostaneme 30x = tanh i, predelime 30 avysledok je x= 310 tanh é

3
Vynasobili sme vSak neznamou, preto sa treba presvedcit’, Co by sa stalo, keby bola

10
- +
arg tanh(0)

nahodou nulova. Dosadime teda do zadania x =0 a vyjde ndm

arg tanh(O):0 a nula v menovateli nema zmysel, preto ziadne rieSenie sa pri

vynasobeni nezndmou nestratilo.

Od oboch stran rovnice odCitame 2, dostaneme —1=-— 10 , kvoli
arg cot gh(x/2)
\ : — . 10 -
prehl'adnosti vynasobime obe strany -1 a mame =1. Vynésobime
arg cot gh(x/2)

obe strany rovnice argcot gh(x/2) adostaneme argcot gh(x/2)=10. Aplikujeme
inverznu funkciu, dostaneme x/2=cotghl0, vynasobime 2 a vysledok je
x=2cot ghl0. Ak by bolo potrebné, vycislime na kalkula¢ke. Vynasobili sme vSak

neznamou, preto sa treba presvedcCit, ¢o by sa stalo, keby bola ndhodou nulova.

Dosadime teda do zadania x=0 a vyjde nam
10 10 . . .
l=2———— =2—-—=2-0=2. Lava strana sa pravej nerovna, preto
arg cot gh(0) o0

Ziadne rieSenie sa pri vynasobeni neznamou nestratilo.

Priklad 19. Vyrie$ nasledovné rovnice rovnice:

In*(¥—7)+5=20 c. 3flogs(x* —1)" +1=2

—sin®(1°—x* )+ 1/16=1/32

Riesenie.
Od oboch stran od&itame 5, dostaneme In’(x—7)=15, odmocnime améame
In(x-7)=-/15. Aplikujeme inverznd funkciu, teda exponencialu a mame
eMT) = g1 , Co je to isté, ako x—7 = e K obom strandm pricitame 7 vysledok

je x=e 47,

Od oboch stran od¢itame 1/16 (o je 2/32), dostaneme —sm5(1°—x5):—1/32,
kvoli prehladnosti vynasobime -1 amame sm5(1°—x5)=1/32. Odmocnime

adostaneme sin(1°—x*)=3/1/32=1/332=1/2. Sinus akého uhla je 1/2?
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Z jednotkovej kruznice zistime, Ze st to uhly 30°+ £.360° a 150°+ £.360°, ke Z.
Riesenie teda pokraduje v dvoch: 1°—x° =30° + £.360° a
1°—x* =150°+ £.360°,k € Z . Po od¢itani 1° od oboch stran rovnice a vynasobeni

-1 mame x° =-29°-k360° a x’ =-149°—k360°keZ. +k360° a —k.360°
predstavuje to isté, pretoze sa jednd o ,,otocky* v kladnom alebo zapornom smere,

ale vzdy celé, preto rovnice prepieme na tvary x> =k.360°—29° a

x° =k360°-149° ke Z. Odmocnime avysledok je x=3/k.360°-29° a

x=2/k.360°—149°,k € Z. Netreba sa l'akat, Ze pod odmocninou st aj zaporné

¢isla, odmocnina je totiz neparna.

c. Od oboch stran odc¢itame 1, dostaneme 3\/10g3(x2 —1)4 =1. Odmocnime a mame
10g3(x2 —1)4 =3/1=1. Aplikujeme inverzni funkciu, teda exponencialu a mame

3]°g3("2_') =3', ¢o je to isté, ako (x2 —1)4 =3. Odmocnime a mame x> —1=44/3
(preto dva vysledky, lebo odmocnina je parna). O obom stranam pricitame 1,
dostaneme x? =1+%/3. Odmocnime amame x=++/1+4%/3. Zdalo by sa, Ze su

vysledky 4, ale nie je tak, pretoze pod parnou odmocninou nemoze byt zaporné

&islo, preto 2 vysledky st x =++/1+4/3.
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Lekcia 3 — Funkcie a ich vlastnosti

Nové pojmy

a. Funkcia, rovnost funkcii, graf funkcie, stcet, rozdiel, sucin a podiel funkcii, zlozena

funkcia

b. Rastuca, klesajica, nerastuca, neklesajica a monotonna funkcia, ohrani¢ena funkcia,
konvexné a konkavna funkcia, periodickd funkcia, parna a neparna funkcia, prosta

funkcia

c. Inverzné funkcia

Funkcia

Funkcia. Nech M a N su ¢iselné mnoziny. Zobrazenie f, ktoré kazdému prvku
x € M priradi prave jeden prvok z mnoziny N, je funkcia. Mnozina M sa vola defini¢ny
obor funkcie f (oznacuje sa D(f)), mnozina N=f(M) sa vola obor hodndt funkcie f

(oznacuje sa H(f)). Oznacenie funkcie ako zobrazenia: f: M — N.

Poznamka. Podrla toho, aké st ¢iselné mnoziny M a N, pozname rézne funkcie.

Napriklad f:N—> R je postupnost, f:9R —>R je realna funkcia realnej premenne;,

f:C—NR jerealna funkcia komplexnej premennej a podobne.

Poznamka. Niekedy sa z definicie nerozumie, ¢o to vlastne ten definiény obor
a obor hodnot je. V niektorych pripadoch je defini¢ny obor zadany, v tom pripade méame
oblast’ vyskytu funkcie predpisant. Ked nie je zadany, vyplyva z predpisu funkcie.
Treba si uvedomit’, Ze defini¢ny obor je vSetko to, co méa zmysel do predpisu dosadit’.
Obvykle je to mnoZina vSetkych redlnych cisel, ale v pripade odmocnin len nezaporné
Cisla, v pripade logaritmov kladné a podobne. Obor hodnét je potom vsetko to, o mi

moze z funkcie vyjst.

Rovnost’ funkcii. Funkcie f(x) a g(x) sa rovnaju vtedy alen vtedy, ked su

definované na tej istej mnozine M a pre Vxe M : f(x)=g(x).

Poznamka a ¢asté chyby. Za rovnajlice sa funkcie sa niekedy povazuju aj tie
funkcie, ktoré vyzeraju podobne, ale jedna je definovana na inej mnozine. To je chyba,

definované musia byt’ na tej istej mnozine.
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Graf funkcie. Graf funkcie, definovanej na mnozine M, je mnozina vSetkych
usporiadanych dvojic [, f(X)].
Sucet (rozdiel) funkcii. Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M; a

funkcia g(x) definovana na mnozine M,. Ich sucet (rozdiel) je funkcia definovana na

mnozine M, N M, takto: (fig)x:f(x)ig(x).

Sucin funkcii. Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M; a funkcia g(x)

definovand na mnozine My. Ich sucin je funkcia definovand na mnozine M, "M,
takto: (fz)x = f(x)g(x).

Podiel funkcii. Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M; a funkcia g(x)

definovana na mnozine M,. Ich podiel je funkcia definovana na mnozine M, "M,
takto: (f/g)x :f(x)/g(x) tam, kde g(x);t 0.

Poznamka a ¢asté chyby. Ludia sa casto nevedia rozhodnut, ¢i je sucet
(rozdiel, sucin, podiel) funkcii definovany na prieniku alebo na zjednoteni mnozin.
Vzdy je to na prieniku, pretoze pri tychto operaciach sa definiény obor nemoze rozsirit’.
Funguje to tak, ze jedna funkcia svojim definicnym oborom ,vyhryzne*“ Ccast’
definicného oboru druhej funkcie. Pri podiele funkcii sa niekedy ide mechanicky

a zabuda sa na pripad, kedy g(x)=0.

ZlozZena funkcia. Zlozena funkcia h(X) je taka funkcia, ktora je argumentom inej

funkeie, teda /(x)= f(x)o g(x)=(f o g)x = f(g(x)).
Vlastnosti funkcii
Rastica (klesajuca) funkcia (Obr. 1). Nech je funkcia f(x) definovana na

mnozine M. Ak pre Vx,,x, e M také, ze pre x, <x, plati, ze f (x1 )< f (xz) (pripadne
f (x1 ) > f (x2 )), funkcia sa vola rasttica (pripadne klesajuca).

Poznamka. Ak sa pripustia aj neostré nerovnosti, funkcia sa vola nerastiica

(pripadne neklesajtca).

Monoténna funkcia (Obr. 1). Spolo¢ny nazov pre rastiicu, klesajlicu, nerasticu

a neklesajtcu funkciu je funkcia monotdnna.
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x

N f(x)
X X

N | .o

Obr. 1. Monoténne funkcie. ZPava: Klesajuca funkcia, neklesajiica funkcia, nerastica
funkcia a rastica funkcia.

x

Ohrani¢ena funkcia (Obr. 2). Ak existuje také Cislo Kk, pre ktoré plati, ze

f(x)<k (pripadne f(x)>k) pre Vxe M , funkcia sa vola ohrani¢ena zhora (pripadne

zdola). Ak je funkcia ohranicend zhora aj zdola, vola sa ohranicena.

e N2
NV

Obr. 2. Zrava: Zdola ohranié¢ena funkcia, zhora ohrani¢ena funkcia a ohrani¢ena funkcia.

Konvexna a konkavna funkcia (Obr. 3). Nech je funkcia f(x) definovana na

intervale 1. Ak pre l'ubovolné tri body x, < x, <x, z intervalu | plati, 7e bod [x,; f(x, )]
lezi pod useckou, spajajucou body [x,; £(x,)] a [x;; f(x, )], funkcia je rydzo konvexna.

Ak lezi nad useckou, funkcia je rydzo konkavna.

\'\

X1

Obr. 3. VPavo: Rydzo konvexna funkcia. Vpravo: Rydzo konkavna funkcia.

Poznamka. Je zaujimavé, Ze v geografii sa konvexna a konkavna funkcia
definuje presne opaéne ako v matematike. Tato nejednoznac¢nost’ a zmédtok st sposobené
historickym vyvojom, preto si pri rieSeni praktickych tloh treba dobre premysliet’, ¢o sa

mysli pod konkdvnym a ¢o pod konvexnym tvarom.

Poznamka. Ak pripastame moznost, Ze bod lezi pod useckou alebo na nej,

funkcia je ,,len” konvexnd. Ak lezi nad Gseckou alebo na nej, funkcia je ,,len” konkévna.
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Periodicka funkcia (Obr. 4). Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M.
Nech peR™. Ak pre Vxe M plati, ze f(x)= f(x + p), funkcia je periodicka. Cislo p

sa vola peridda funkcie.

\

Obr. 4. Periodicka funkcia s periodou p.

w W

Poznamka. Z definicie periodickej funkcie vidno, Ze aj p je peridda, tak aj 2p,
3p... su periddy. Dohoda je taka, Ze pod periddou sa rozumie najmensia peridda.

Parna funkcia (Obr. 5). Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M. Ak pre
VxeM plati, ze f (x)= f (— x), funkcia je parna. Je to teda takd funkcia, ktora je
symetrickd podl'a osi y.

Neparna funkcia (Obr. 5). Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M. Ak
pre Vx e M plati, Ze f (x)= —f (— x), funkcia je neparna. Je to teda taka funkcia, ktora

je symetricka podl'a stredu sturadnicovej ststavy.

N
W/

U

Obr. 5. VPavo: Parna funkcia (symetrickd podla osi x). Vpravo: Neparna funkcia
(symetricka podl’a stredu).

Prosta funkcia (Obr. 6). Nech je funkcia f(x) definovand na mnozine M.
Funkcia je prosta, ak pre Vx,,x, e M;x, #x,:f (x] );é f (xz). Je to teda taka funkcia,

ktorti 'ubovol'na priamka rovnobeZzné s 0SOU X pretne nanajvys raz.
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S [\

Obr. 6. Vlavo: Prosta funkcia. Vpravo: Neprosta funkcia.

Inverzna funkcia

Inverzna funkcia. Nech je prosta funkcia y = f(x) definovana na mnozine M.
Funkcia £ (y) = x, definovana na mnozine N, sa vola inverzna funkcia k funkcii f.
Poznamka. Funkcie y = f(x) a /' (y)=x st simerne zdruzené podl'a priamky

y=x.

»

LY
<
N —

-

*

!

)

]
\
— !
» N -

Obr. 7. Funkcia a k nej inverzna su symetrické podl’a priamky y = x.

Poznamka a casté chyby. Pri hl'adani inverznej funkcie 'udia ¢asto postupuju
mechanicky a nev§imnu si, ze funkcia nie je prostd. Toto nie je mozné, pretoze po
inverzii by nevznikla funkcia, na grafe by sa objavili dva body nad sebou. Ako sa uvidi
dalej, k niektorych funkciam, ako napriklad k funkcii sinus, pozname inverzna funkciu
arkus sinus. Prisne vzaté k funkcii sinus neexistuje inverznd funkcia, pretoze nie je
prosta. Skuto¢nost’ je takd, Ze funkcia arkus sinus je inverznd funkcia k funkeii sinus,

definovanej na intervale (—7/2;7/2]. Presne takto sa to v praxi robi. Ak chceme

vytvorit’ inverznt funkciu k neprostej funkcii, najskor okreseme defini¢ny obor tak, aby

sa funkcia stala prostou a az potom vytvorime funkciu inverznu.
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Priklady

Priklad 20. Ktoré z nasledovnych predpisov predstavuju funkciu? Ktoré su

prosté?

a y=2x"-5 x| 1|2/ =5]715
y|=512/0210 1

b. f(x)=123 €.

c. g(y)=x"—x+sinx

x| 1 |2]=-57]15
-5/0/02 10 1

RieSenie. Funkcie su vsetky okrem pripadu f, pretoze dvojke s priradené dve

rozne hodnoty. Prosta je v pripade a a d.

Priklad 21. Ktoré funkcie sa rovnaju?

a V=2X-5 xew x| 1 ]2]-5177115
~510]/0210] 1

b. y=2x° —5, xeWN

1 |[=5|2|15]7

C. y:—5+2x5,x€9{

d. y=2x" —5' xeRNN

RieSenie. Funkcie v pripadoch aac sa rovnaju, pretoze definicny obor aj
funkcia st rovnaké. To, Ze Cleny st prehodené, nema na funkciu vplyv. Funkcie
v pripadoch b ad sa tiez rovnaja, pretoze RNN=N, teda aj definicny obor maji
rovnaky. Funkcie v pripadoch e af sa tieZ rovnaji. To, Ze jednotlivé hodnoty su

uvedené v roznom poradi, nema na funkciu vplyv.

Priklad 22. Zistite defini¢ny obor funkcii.

a y=2x"-5 e. y=+x*-4
b. f(x)=123 f. f(x)=log(2x +3)

C. y=+/x+l1 g. y=log-/x

d. y=+x>+1 h. y=./logx
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RieSenie.
Dosadit’ je mozné cokol'vek, preto D(y)=%R. Mozné vysledky tiez pokryvaju

vSetky redlne Cisla, preto H(y)=R.

Dosadit’ je mozné ¢okol'vek, na vysledok to nema vplyv, preto D(f)=% Vysledok

je jediny mozny, a to hodnota 123, preto H(f)=123

Pod odmocninou mdzu byt iba nezdporné ¢&isla, preto rie§ime rovnicu X +120.

Z toho vyplyva, ze D(y) = <1; OO)
H(y)=%

. Naopak, neexistuje ¢islo, ktoré by nemohlo byt

vysledkom, preto

. s . , L s - . 2
Pod odmocninou moézu byt iba nezaporné Cisla, preto rieSime rovnicu ¥ + 120,

Lenze to je vzdy, preto D) =R 7n0va neexistuje Cislo, ktoré by nemohlo byt

vysledkom, preto 1) =9

. s . , s e . 2 _
Pod odmocninou mézu byt iba nezaporné ¢isla, preto rieSime rovnicu X 420

D(y)= (— 00; — 2>U <2;oo)

L >2 N
Z toho vyplyva, ze ‘x‘ , preto . Znova neexistuje Cislo,

ktoré by nemohlo byt’ vysledkom, preto H(y)=%

Logaritmus méa zmysel len pre kladné &isla, preto riesime rovnicu 2X¥+3>0_ 7 toho

(1.5;00)

vyplyva, zZe D(f)= Znova neexistuje Cislo, ktoré by nemohlo byt

vysledkom, preto H(f)=%R

Logaritmus ma zmysel len pre kladné ¢isla, preto rieSime rovnicu x> 0. Z toho

vyplyva, ze D) =R" znova neexistuje Cislo, ktoré by nemohlo byt’ vysledkom,

preto =%

. . . T T . >
Odmocnina mé& zmysel len pre nezaporné ¢isla, preto rieSime rovnicu logx=0

Z toho vyplyva, zZe D(y)= <l; OO)

. Ked’ budeme dosadzovat” hodnoty z defini¢ného
oboru, zistime, Ze akékol'vek kladné cislo vyjst modze, ale zaporné Ziadne. Pri

dosadeni nuly vyjde nula, preto H(y)=R".
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Priklad 23. Z danych funkcii vytvorte zlozenu funkciu.
a S(M)=x" g(x)=sinx
h. JS(x)=2logx g(x)=5cosx
¢ f()=x" g()=tanx

d. f(x):121 g(x)=5e*> -6

e. JOI=X" o(x)=sinx, h(x)=/x
RieSenie.
a. fog=(sinx)’, gof=sinx’
b. fog=2log(5cosx), gof =5cos(2logx)
c. fog=(tanx)"™", gof=tanx’
d. fog=12, gof=5*-6
e. fogoh=(sin[x,  fohog=(/sinx) =jsinx,  gosoh=sin[/x) =sinx
, h°f°g=\/m:\5inx hogo f=1sinx’

Priklad 24. Vytvorte sucet, rozdiel, sucin a podiel funkcii.

goho f=sin(.x )=sinfx

a f(x)=x*,xeR, g(x):6,xe(—l;10>
b. f(x)=sinx,xeR, g(x)=logx,xe(l;2)
C. f(x)=tanx’,xeR, g(x)=logx,xe(-10)
d. f(x):\/m,xe<—5;l>, g(x)=e",xe(506)
RieSenie.
a f+g=x"+6, f—g=x>—-6, fg=6x>, f/g=x>/6. Vtychto Styroch pripadoch

D:(— 1;10>. V pripade g/ f =6/x" sa definicny obor musi okliestit' este aj o nulu,

pretoze ta v menovateli nemdze byt preto tu D = (— L 10>— {O}
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f+g=sinx+logx, f-g=sinx—logx, fg=sinxlogx, f/g=sinx/logx. V
tychto Styroch pripadoch D =(1;2). V pripade g/ f =logx/sinx sa defini¢ny obor musi
okliestit' este aj o hodnotu 72, pretoze tu funkcia sinus nadobida nulu. Preto tu
D=1;2)-{z/2}.
Nie je mozné ni¢ vytvorit, pretoze pre funkciu logaritmus mame predpisany defini¢ny
obor (~1;0), ale funkcia logaritmus je definovana len pre kladné Cisla.
Nie je mozné ni¢ vytvorit, pretoze definicné obory maji prazdny prienik,

vysledna funkcia nie je nikde definovana.

Priklad 25. Ktora funkcia je periodicka a akii ma periodu?
y=2x+3 b. y=3x>-3

RieSenie.
RieSime rovnicu 2x+3=2(x+ p)+3. Ztoho vyplyva p=0, teda funkcia nie je
periodicka.
Riesime rovnicu 3x* +3 =3(x+p)2 +3. Ztoho vyplyva 2xp + p> =0, ale p musi byt
konStanta, nesmie byt’ funkciou X. Teda funkcia nie je periodicka.

Priklad 26. Ktora funkcia je parna?
F(x)=x>+8 b. f(x)=(x—-2)" +8

RieSenie.
Ak ma byt funkcia parna, muselo by platit f(x)= f(-x), teda x> +8=(-x)* +8.
Z toho vyplyva x> =x”, ¢o je identita, preto funkcia je naozaj parna.
. Ak ma Dbyt funkcia parna, muselo by platit  f(x)=f(-x), teda

(x — 2)2 +8= (— x— 2)2 +8. Ztoho vyplyva —2x=2x, €o nie je platné pre vsetky X,

preto funkcia parna nie je.

Priklad 27. Ktor4 funkcia je neparna?

f(x)=x’ b. f(x)=x+3
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RieSenie.
a. Ak ma byt funkcia neparna, muselo by platit f(x)=—f(-x), teda x’ =—(— x)B.
Z toho vyplyva x> =x’, ¢o je identita, preto funkcia je naozaj neparna.
b. Ak ma byt funkcia neparna, muselo by platit f(x)=—f(-x), teda

x’ +3:—((— x)3 +3). Ztoho vyplyva 3=-3, Co nie je pravda, preto funkcia

neparna nie je.

Priklad 28. N3jdi inverznu funkciu k danym funkciam.

.3
a y=x e. y:§+11
X
b. y=x+10
f 2
c. y=1+log2x T
d y=3"-2
RieSenie.

a. x=3/y. Tu by niekto mohol tvrdit, Ze je potrebné¢ zmensit' definicny obor na

v eR,, aby pod odmocninou neboli zaporné Cisla. Ale to nie je potrebné, pretoze
sa jedna o neparnu odmocninu atd sa da vypocitat’ aj pre zaporné c¢isla. DneSné

pocitace ju vedia vypocitat, ale starSie kalkulacky vyhadzovali chybu.
b. x=y-10

C. x= ;10y . Tu je zaujimavé, 7e defini¢ny obor povodnej funkcie je kladné redlne

Cisla, ale defini¢ny obor inverznej funkcie je vSetky realne Cisla.

d y+2=3", potom zlogaritmujeme  obe  strany  rovnice  avyjde
. 10g(y+2) ) ., .. o
log(y+2)=log3 =xlog3, preto x=ﬁ. Tu je zaujimavé, Ze defininy

0g

obor pdvodnej funkcie st vSetky redlne Cisla, ale defini¢ny obor inverznej funkcie je

realne ¢isla vacsie ako 2.

e. x= . Tu je zaujimavé, Ze definicny obor povodnej funkcie je R — {O} ale

Syl

defini¢ny obor inverznej funkcie je R — {1 }



f. X = SOOF
\y

Lekcia 3 — Funkcie a ich vlastnosti
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Lekcia 4 — Funkcie a ich grafy

Nové pojmy

a. Elementarna funkcie, konstanta, linearna, mocninova, exponencialna, logaritmicka,

goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické funkcie

Elementarne funkcie
Uvod. Rozni autori chapu za elementérne funkcie rozne. Za elementarne funkcie
budeme povazovat’ tieto funkcie:
a. KonStanta
b. Linearna
C. Mocninova
d. Exponencialna
e. Logaritmicka
f. Goniometrické
g. Cyklometricke
h. Hyperbolické
i. Hyperbolometrické

Poznamka. V niektorych knihach sa piSe, Ze logaritmicku funkciu nie je mozné
povazovat za elementarnu, pretoZe je to inverznd funkcia k exponencialne;.
V podobnom vztahu st aj goniometrické funkcie k cyklometrickym a hyperbolické
k hyperbolometrickym. Niektori autori dokonca hovoria, ze takato ,,oklieStena“ sada
funkcii sa voléa zakladné elementarne funkcie a vSetky funkcie, ktoré sme z nich schopni
vytvorit pomocou operacii stétu, rozdielu, sucinu, podielu a pomocou skladania
funkcii, sa volaju elementarne. Nebudem do tejto nejednoty vnasat’ d’alSi chaos.

Zavediem iba pojem elementarne funkcie, kam bude patrit’ uvedenych 9 typov.

Konstantna funkcia (konStanta) (Obr. 8). Konstantna funkcia (konstanta) je

dand predpisom y =c, x € R. Je to teda taka funkcia, ktora sa nemeni.
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a8
E
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e
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-5 -

Obr.8. y=3.

Linearna funkcia (Obr. 9). Linearna funkcia je dana predpisom y=ax+5b,
a,beR. a, b st konstanty, ktoré ovplyviiuji polohu a sklon funkcie. Kladné (zaporné)

b posuva funkciu nahor (nadol). Pre kladné (zaporné) a je funkcia rastica (klesajica).

Cim je a d’alej od nuly, tym je funkcia ,,roztiahnutejsia“ v zvislom smere.

¥y %y 8y
6 - 6 - 6 -
4 4 - 4 4
2- 2- \*

x

86 -4 240 2 4 6 8|86 -4 2,0 4 6 8(|86 42,0 24638
-4 4 -4 -4 4

54 ? 6 -

g £ 8-

Obr. 9. VPave: y =x.Vstrede: y=2x—5.Vpravo: y=—-0,2x+2.

Mocninova funkcia (Obr. 10 az Obr. 13). Mocninova funkcia je dana
predpisom y=ax” +c. a,ceR, be ZU(0:1). a, b, ¢ st konstanty, ktoré ovplyviiuju
polohu atvar funkcie. Cim je a d’alej od nuly, tym je funkcia ,roztiahnutejia“ v
zvislom smere. Dve konStanty a, ktoré maju rovnaka absolitnu hodnotu, ale liSia sa
znamienkom, vytvoria funkcie symetrické podla osi X. Kladné (zdporné€) c postva
funkciu nahor (nadol). Konstanta b zodpoveda za tvar funkcie a ma niekol’ko podob. Pre
kladné parne b je to funkcia ,,parabolového* typu, pre kladné neparne b>1 je to funkcia
,kubického* typu, pre zaporné parne b je to funkcia ,.kominového* typu a pre zaporné
neparne b je to funkcia ,hyperbolového* typu. Inak je to pri necelych hodnotach

konstanty b. Pre b e (O;l) je to funkcia ,,odmocninového* typu.
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50 50 800 -
il il 600 -
400
30 + 30 + 200 -
X
o i 2 468
10 - 0 -
X X
4 6-4-20 2 46 8| 864202468
Obr. 10. VPavo: y = x.Vstrede: y =0,5x". Vpravo: y =2x".
800 - 5y
600 43
3
400 >4
200 \ 1] . .
8 6 458,0 2 46 8 12345 12345
-400 -
-600
-800 - 51
Obr. 11. VPavo: y=x5.Vstrede: y=x‘1.Vpravo: y=x_3.
XY 3y 2y
. 3- 1.5
- 24 14
1 1 0.5-/
. o —_—% || —8 — || —8 —
-2 1 0 1 2 (2 A 0 1 2{l4 085 0 05 1

Obr. 12. VPavo: y=0,2x 7. Vstrede: y =x". Vpravo: y=x"",

Obr.13. y =x*

2_

1.5 1
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Poznamka. Mocninova funkcia sa niekedy definuje inak. Jej predpis je rovnaky,
ale defini¢ny obor konstanty b byva rézny. Niekedy sa pripusta beR", niekedy aj
beR, ale potom je potrebné si uvedomit’, ze definicny obor samotnej mocninovej

funkcie je vyrazne zavisly od hodnoty kons$tanty b.

Exponencialna funkcia (Obr. 14 az Obr. 15). Exponencialna funkcia je dana
predpisom y=ab*+c, a,ceR, beR". Cim je a dalej od nuly, tym je funkcia
,roztiahnutej$ia®“ v zvislom smere. Dve konStanty a, ktoré maju rovnaku absolutnu
hodnotu, ale liSia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrick¢é podla osi x. Kladné
(zaporné) ¢ postuva funkciu nahor (nadol). Konstanta b zodpoveda za strmost’ a sklon

funkcie. Pre b e (0;1) je funkcia klesajuca, pre b>1 rastica.

124 ¥ 124 ¥ 129 ¥

10 10 10

8+ 8+ 84

6 - 6 - 6
4 4
& 24

Pl b gt || ] 3

6 4 -2 0 2 4 6 4 -2 0 2 4 6 |[6 -4 -2 0 2 4 B

Obr. 14. VPave: y =0,5". V strede: y=0,8". Vpravo: y=1,5".

124 ¥
10
8
6 -
4 -

2

—q’] X

6 4 -2 0 2 4 6

Obr.15. y=3".

Poznamka. Exponencidlna funkcia sa niekedy definuje inak. Jej predpis je
rovnaky, ale definicny obor konstanty b byva rozny. Niekedy sa pripusta aj bR, ale
potom je potrebné si uvedomit’, ze definiény obor samotnej mocninovej funkcie je

vyrazne zavisly od hodnoty konstanty b.

Poznamka. Exponencidlna funkcia sa v prirode a praxi najcastejSie vyskytuje

vtvare y=e”, kde e ~2,7182818284590... je takzvané Eulerovo ¢islo. Je iracionalne.
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Poznamka. Exponencialna funkcia sa okrem zapisu y=e* niekedy zvykne

oznacovat' aj y =exp(X).

Logaritmicka funkcia (Obr. 16 az Obr. 17). Logaritmicka funkcia je inverzna
k exponencialnej. Je dana predpisom y=alog, x+c¢, a,ceR, beR" — {1} Cim je a
d’alej od nuly, tym je funkcia ,,roztiahnutejSia“ v zvislom smere. Dve konstanty a, ktoré
maju rovnaku absolutnu hodnotu, ale liSia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrické
podla osi x. Kladné (zaporné) ¢ posuva funkciu nahor (nadol). Konstanta b sa nazyva

zéklad logaritmu. Pre b (O;l) je funkcia klesajuca, pre b>1 rastuca.

39 ¥ 3q1¥ 39 ¥
2 - 2 - 2
1-\ 1 1 4
X
U T T T T )(| 0 1 D 1 T T T ><|
g 1 4 5 B 1] 6 g 1 2 3 4 5 8B
1 1 1
2 2 2
3 3 3

Obr. 16. Vrave: y =log,, x.Vstrede: y =log,, x. Vpravo: y =log, , x.

N

[

Obr.17. y=log, x.

Poznamka. Logaritmickd funkcia sa v prirode a praxi najcastejSie vyskytuje
vtvare y=Ilog, X=In X, kde je Eulerovo ¢islo. Tento logaritmus sa nazyva prirodzeny.
V pripade, Ze sa vyskytuje tvar y=IlogXx bez zakladu, mysli sa zaklad 10. Tento
logaritmus sa nazyva dekadicky.

Goniometrické funkcie (Obr. 18 az Obr. 19). Goniometrické funkcie st dané
predpismi  y=asin(bx)+c, y=acos(bx)+c, y=atan(bx)+c, y=acotg(bx)+c,

a,b,ceR. Cim je a d’alej od nuly, tym je funkcia ,,roztiahnutejsia® v zvislom smere.
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Dve konStanty a, ktoré maju rovnak absolitnu hodnotu, ale liSia sa znamienkom,
vytvoria funkcie symetrick¢ podla osi x. Kladné (zaporné€) ¢ posuva funkciu nahor
(nadol). Pre vysSie konstanty b je funkcia ,,spucenejSia®“ vo vodorovnom smere, pre

nizsie hodnoty ,,roztiahnutejsia“.

2 S 2 S 2 -

— ~ T T r T T T — = T T
a2 N Befd w2 W - -sv 4 MV& 2 ||-2 aazfa e vz fa sz
- -1 -17 4

-2 =5 =

Obr. 19. VPave: y =cotgx. Vpravo: y =15 sin(2x).

Poznamka. Mnoho textov o trigonometrii definuje funkcie sinus, kosinus,
tangens a kotangens pomocou tzv. jednotkovej kruznice. Jednotkova kruZnica je taka
kruznica, ktorej polomer je jedna jednotka (nie je podstatné, aka, moze to byt 1 cm, ale
aj 1km podla toho, v om meriame). Nakreslime jednotkova kruznicu a jej stred

umiestnime do pociatku stiradnicovej sustavy X, y (Obr. 20).
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o)
<

cotg ¢

cos ¢

tg @

sin ¢

Obr. 20. Jednotkova kruznica, vySetrovany uhol @ a goniometrické funkcie pre tento uhol.

Ku kruznici zostrojime dotyénicu p v bode [1,0] a doty¢nicu g v bode [0,1]. Od
kladného smeru osi X v kladnom smere (proti smeru hodinovych ruci¢iek) nanesieme
uhol @, ktorého sinus (kosinus, tangens, kotangens) chceme vypocitat. Z obrazka je

zrejmé, o ktoré dizky sa jedna, ale uved’me tieto definicie aj slovne:

Sinus uhla ¢ je y-ova stradnica prieseéniku sprievodica tohto uhla s jednotkovou

kruznicou.

Kosinus uhla ¢ je x-ova stradnica prieseéniku sprievodi¢a tohto uhla s

jednotkovou kruznicou.

Tangens uhla ¢ je y-ova suradnica priese¢niku sprievodi¢a tohto uhla s

doty¢nicou k jednotkovej kruznici zostrojenej v bode [1,0].

Kotangens uhla ¢ je x-ova suradnica priesecniku sprievodi¢a tohto uhla s

doty¢nicou k jednotkovej kruznici zostrojenej v bode [0,1].

Poznamka. Teraz je tiez jasné, odkial’ sa vzali nazvy pre tangens a kotangens.

Vyplyva to z ich definicie pomocou doty¢nic (tangent - dotyCnica).

Poznamka. Je zaujimavé, Ze by stacilo definovat’ funkciu sinus, pretoze ostatné

o : . , , . . sin x
tri s znej odvodené. Vztahy st nasledovné: cosx=sin(90—-x), tanx=——
COS X

COS X
cotgx=-———.
sin x
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Cyklometrické funkcie (Obr. 21 az Obr. 22). Cyklometrické funkcie su
inverzné  ku  goniometrickym. Su dané predpismi y=a arcsin(bx) +c,
y=aarccos(bx)+c, y=aarctan(bx)+c, y=aarccotg(bx)+c, a,b,ceR. Cim je a
d’alej od nuly, tym je funkcia ,,roztiahnutejSia“ v zvislom smere. Dve konstanty a, ktoré
maju rovnaka absolutnu hodnotu, ale liSia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrické

podla osi x. Kladné (zaporné) ¢ posuva funkciu nahor (nadol). Pre vysSie konstanty b je

funkcia ,,spucenejsia“ vo vodorovnom smere, pre nizsie hodnoty ,,roztiahnutejsia“.

y "\ y ¥
2 A a2
2

-2

1y ¥
\m . |
\P P
I T T n' - T ) T & 1 I S Ll % T n' o T ) T & 1
-3 2 1 g 1 2 3 3 2 g 1 2 3
-2 -2 A

Obr. 22. VPave: y =arccotg x. Vpravo: y =1,5 arcsin(O,Sx).

Hyperbolické funkcie (Obr. 23 az Obr. 24). Hyperbolické funkcie st dané
predpismi y =asinh(bx)+c, y=acosh(bx)+c, y = atanh(bx)+c,
y:acotgh(bx)+c, a,b,ceR. Cim je a dalej od nuly, tym je funkcia
,roztiahnutej$ia®“ v zvislom smere. Dve konS$tanty a, ktoré maju rovnaku absolutnu
hodnotu, ale liSia sa znamienkom, vytvoria funkcie symetrické podla osi X. Kladné

(zaporné) ¢ posuva funkciu nahor (nadol). Pre vysSSie konstanty b je funkcia

»spucenejsia“ vo vodorovnom smere, pre nizsie hodnoty ,,roztiahnutejsia“.
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X x X
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Obr. 24. VPavo: y =cotgh x . Vpravo: y=1,5 sinh(O,Sx).

Poznamka.  Hyperbolické  funkcie  su v skutoCnosti  kombindacie

X —X

. , L, , . e* —e
exponencialnych. Vztahy medzi nimi si nasledovné:  sinh X=T,

“re inh x h x
coshx=u, tanh x = S a cotghx=cc_)S .
2 cosh X sinh X

Hyperbolometrické funkcie (Obr. 25 az Obr. 26). Hyperbolometrické funkcie
st inverzné k hyperbolickym. St dané predpismi y= aarcsinh(bx)+c,
y =aarccosh(bx)+ ¢, y=aarctanh(bx)+c, y=aarccotgh(bx)+c, a,b,ceR. Cim je
a dalej od nuly, tym je funkcia ,,roztiahnutejSia®“ v zvislom smere. Dve konStanty a,
ktoré maji rovnakl absolutnu hodnotu, ale liSia sa znamienkom, vytvoria funkcie
symetrické podla osi X. Kladné (zaporné) ¢ postva funkciu nahor (nadol). Pre vyssie
konstanty b je funkcia ,,spucenejSia“ vo vodorovnom smere, pre nizSie hodnoty

,roztiahnutejSia®.
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Obr. 26. y =1,5arcsinh x.

Hyperbolometrické funkcie je mozné prepisat aj pomocou logaritmov. Je to
vSak  pokrocilejSia téma. Zaujemcovia si  moézu  definicie pozriet na
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/func_b12.html. Parametre
¢1 konStanty pri funkcidch, ktoré sme prebrali doteraz, ovplyviuju tvar, strmost’ a
polohu na osi y. Moze ale nastat’ aj pripad, Ze vol'ny parameter je priamo v argumente
funkcie, teda y= f(x) sa meni na y= f(x—d). Tento volny parameter ovplyviiuje

polohu ¢i posun funkcie po osi X. Tvar funkcie sa ale nemeni.

Poznamka. Treba si uvedomit’ a dat’ pozor na nasledovné: f(X)+C znamena
posun funkcie po osi y o ¢ jednotiek nahor a f (x) —c znamena posun funkcie po osiy 0
¢ jednotiek nadol. Naproti tomu f(x —d) znamena posun funkcie po osi X 0 d jednotiek

dopravaa f(x+d) znamena posun funkcie po osi X 0 d jednotiek dol'ava.
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qq.

IT.

SS.

tt.

Priklady

Priklad 29. Nacrtni graf nasledovnych funkcii:

4arctan(x +2)+ 6
2(x-2)" +6
—3sinh(4 —5x) - 6
2x° -6
—(x—10)"

0,larccotg(3 —2x) +1

1
x+2

-3

0,5cotg(0,5x +2)+3

—5Stan(l-2x) -1
2.0,5" -1
—Sarctan(2 —x) -1
10.0,9% +2

0,5arccos(0,25x —2) +10

(x=3)

3arccotg(x +1,1) +1,2

0,5x%° -2

2sinh(2x+3) +4

n.

bb.

uu.

VV.

WW.

XX. —3arcsinh(2 —5x) — 6

6 cosh(5x +2)—8
77 -5
—2cosh(—2—-x)+2
2log,s(x+1)+1
2,2cos(x—1)—1
x*+x-2
2arcsin(2 —3x) -5

2,2 cotgh(2 —3x)—2

—5logy,(x+5)+6
sin(x +2) —1
I1tanh(2x +1) -1

2x%7 —1

—2sin(3—3x)+3

C2x+1)" -2

—12tanh(Llx —2)+ 7

-2

3arcsinh(x +2) + 2

x?=2x-15

cc. —7.L,1" —11

dd. —10cos(6 —2x) — 200
ee. —x' +2

ff. —2arctanh(—0,2x +12) +1
g9. —2log,(5x—-2)—-1
hh. 0,5 cotgh(x + 3) + 2

ii. 4tan(x+1)+2

. —2x+3

Kk. arccotgh(x +3)—1

Il. 6cotg(l1-3x)—5

mm. —(x+2)"' -3

nn. arcsin(2x —1) +1

00. 0,5log,(2x—5)+3
pp. —3arccos(0,2x —3)+3
yy. —(x+2)°" +2

zz. —arccosh(—1—x)—1
aaa. —3In2x+1

bbb.  2(x-2)" +10



ccc.  Sarccosh(3x—1)+5

ddd. 50x-1

eee. 1,58arctanh(2x +2)+3

fff. —x* +4x-3

ggg. —2arccotgh(3x—1)—2

Lekcia 4 — Funkcie a ich grafy
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RieSenie. Kazdy priklad je vyobrazeny ako graf. VSetky priklady su elementarne
funkcie. Funkcie st posunuté nahor o istd hodnotu, dol'ava o ini hodnotu, perioda je

niekol’kokrat mensia, funkcia je zrkadlovo zobrazena a podobne.

Je 12 1, 2 gy 5

S " ’ ’
ag-"_,_,_ 4 L 4
1c 3 4 0 - a A
1c 4
1 ¢ t t
S ‘- . . — || g

T
ety ReviEE v (@ 1 : -1 [ 1 2 S -+ 2 jz ¢ &
-l - af
T 4 T b |
-1 -
“c A s 4 II [ ] ]

T -4 J - - -

ES

Obr. 27. RieSenie prikladu a-d. ZPava: 4arctan(x+2)+6; 2(x — 2)73 +6;
—3sinh(4 —5x)—6; 2x° —6.
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Obr. 28. RieSenie prikladu e-h. ZPava: — (x - 10)0’l ; 0,Jarccotg(3—2x)+1;

—3; 0,5cotg(0,5x +2) + 3.
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Obr. 29. Riesenie prikladu il Zrava: —5Stan(1-2x)—1; 2.0,5" —1;
—Sarctan(2 — x) —1; 10.0,9* +2.
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Obr. 30. RieSenie prikladu m-p. ZPava:  0,5arccos(0,25x —2)+10;
6cosh(5Sx+2)—8; 7*° —=5; —2cosh(-2 —x) +2
a1, 16 1, :
- 12 ] & | i
. : -1l
t 1 PRETERe
r T LI
_i2 ] 6 10 14 S / . ', -a-: :
e ] b 5 4,0 + B
Obr. 31. RieSenie prikladu q-t. Zrava: 2log,(x+1)+1; 22cos(x—1)—1;

x* +x—2; 2arcsin(2 —3x) -5

10

5

-5

-10

Obr. 32. Riedenie prikladu u-x. ZPava: 2,2cotgh(2—-3x)—2; —Slog,,(x+5)+6;
sin(x+2)—1; 11tanh(2x +1) -1

% - 6 97 16

Obr. 33. RieSenie prikladu y-bb. Zrava: 2x"7 —1; —2sin(3—3x)+3; 2(x +1)" —2;
—12tanh(l,lx—2) + 7.

x
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M -6 -12 8 4, 0
L 4
] 4
A N Vs ) o
12 T T I0 x
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Obr. 34. RieSenie prikladu cc-ff.
—x'+2; - 2 arctanh(—0,2x +12) +1.

Zrava: —7.11" —=11; —10cos(6 —2x) —200;
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Obr. 35. RieSenie prikladu gg-jj. ZPava: —2log,(5x—2)—1; 0,5cotgh(x +3)+2;
4tan(x +1)+2; —2x+3

Obr. 36. RieSenie prikladu
—(x+2)" =3; arcsin(2x —1) +1
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2 4 Rl 12 % @ 2
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Obr. 37. RieSenie prikladu 00-1T. Zlava: 0,5log, (2x—-5)+3;

—3arccos(0,2x —3) +3; > —1; 3arccotg(x + L1) + 1,2

2
(x-3)

Obr. 38. RieSenie prikladu ss-vv. Zlava: 0,5x%° -2 2sinh(2x+3)+4; —-2;
3arcsinh(x +2) + 2
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Obr. 39. RieSenie prikladu ww-zz. ZPava: x° —2x—15; —3arcsinh(2 —5x)—6;

—(x+2)6 +2; —arccosh(—1—x) —1

ol
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Obr. RieSenie prikladu aaa-ddd. ZPava: —3In2x+1; 2(x—-2)" +10;

S5arccosh(3x —1)+5; 50x —1

Obr. 41. Rie3enie prikladu eee-ggg. ZPava: 1,58 arctanh(2x +2) +3; —x° +4x —3;

Poznamka. Vsetky tieto grafy su grafy elementarnych funkcii. Podl'a mna by

kreslenie grafov tychto funkcii mal rutinne zvladnut’ absolitne kazdy Student. Ak by

bola vyucba menej prisna, dali by sa odpustit’ cyklometrické a hyperbolometrické

funkcie, pretoZe tieto sa menej pouzivaju, ale ostatné povazujem za nutny zaklad.
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Lekcia 5 - Limita funkcie 1

Nové pojmy

a. Limita, vlastna a nevlastna limita, limita sprava a zl'ava

b. Funkcia spojita v bode a na mnozine, bod nespojitosti prvého a druhého druhu
Limita

Definicia limity. Funkcia f ma v bode a limitu b prave vtedy, ked’ pre kazdé

Cislo € >0 existuje také Cislo 6 >0, ze pre kazdé x = a z definicného oboru plati, ze

ak |x—a/<d, tak |f(x)—b<e. Pomocou kvantifikitorov je definicia zapisana

nasledovne:

lim f(x)=b<=Ve>035>0,x#a:|x—a|<d=|f(x)-b/<&.

Poznamka. Malokto definiciu limity pochopi hlbsie. Obycajne sa limita chéape
len intuitivne ako nejaka hodnota, ku ktorej sa funkcia blizi a moze, ale aj nemusi v nej
skonCit. Je mozné si limitu predstavit aj ako bod, ku ktorému sa graf dostane

nekonecne blizko a mo6ze, ale nemusi sa az do tohto bodu dostat’.

Vlastna a nevlastna limita. Ak je limita redlne Cislo, je to vlastna limita.
Niekedy sa stane, Ze limita vychadza nekone¢no (graf neobmedzene rastie alebo klesd).
Vtedy je to nevlastna limita. Tymto sa ale moznosti nevycerpali. Existuji aj pripady,
ked’ limita neexistuje. Napriklad vtedy, ked’ sa zd4, ze funkcia ma dve limity (napriklad
ked’ osciluje). Limita ale mdze byt iba jedna, preto v takomto pripade funkcia limitu

nema.

Limita sprava a zlava. Limita sprava a zl'ava st dva nové pojmy, ktoré je
mozné vel'mi presne zadefinovat’ pomocou definicie limity. Nebudeme to robit’. Limitu
zl'ava a sprava je najlepSie pochopit’ intuitivne. Limita hovorila o tom, ako sa funkcia
sprava v istom okoli vySetrovaného bodu. Limita sprava, pripadne zl'ava hovori o tom,
ako sa funkcia sprava v istom pravom, pripadne 'avom okoli vySetrovaného bodu. Je

vhodné ju teda zaviest' pre pripady, kedy funkcia ,,zacina“ od istej hodnoty, ako

napriklad +/x zacina od nuly.
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Poznamka. Limita sprava a limita zl'ava sa nemusia rovnat’, aj ked’ vo vacSine
prikladov to tak je. Mdze sa tiez stat’, Zze limita z jednej strany existuje, a z druhej strany

neexistuje. Takychto prikladov je malo.
Spojitost’ funkcie

Spojita funkcia v bode. Nech je funkcia f(x) definovana na mnozine M. Funkcia

je spojita v bode x, e M, ak lLim f(x)= f(x,).

Spojita funkcia na mnoZzine. Ak je funkcia spojita v kazdom bode mnoziny M,

je spojita na mnozine M.
Bod nespojitosti. Bod, v ktorom funkcia nie je spojita, sa vola bod nespojitosti.

Bod nespojitosti prvého druhu. Ak ma funkcia bod nespojitosti, ale ma v iom

kone¢nt limitu sprava alebo zl'ava, je to bod nespojitosti prvého druhu (Obr. 42).

Bod nespojitosti druhého druhu (Obr. 42). Ak ma funkcia bod nespojitosti a

nema v niom kone¢nt limitu sprava alebo zlava, je to bod nespojitosti druhého druhu.

Poznamka. Dopredu niekedy nie je jednoduché len tak z predpisu funkcie
povedat,, ¢i sa jednd o bod nespojitosti prvého alebo druhého druhu. Na grafe sa ale bod
nespojitosti 'ahko rozlisi. Ak vyzera tak, ze z grafu je len vyhryznuty bod, je to bod
nespojitosti prvého druhu. Graf sa da l'ahko ,,zaplatat™ tak, Ze medzeru ,,zapchame*
jednym bodom. Nespojitosti su vlastne ,,skoky* na grafe. Ak je tento skok konecne
velky, je to bod nespojitosti prvého druhu, ak je skok nekone¢ne velky, je to bod

nespojitosti druhého druhu.

y y 4y
A 3
1 /A 1 )
 \
x x S——
\\e T T T
2 1 (i 1 2| |2 -1 (i 1 2 -5-4-1-9\1r1714'
1 b 1
3
4

Obr. 42. VPavo: Funkcia ma tri body nespojitosti prvého druhu. V strede: Funkcia ma
jeden bod nespojitosti prvého druhu. Vpravo: Funkcia ma jeden bod nespojitosti druhého druhu.
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Priklady

Priklad 30. Funkcia je spojita na mnozine alebo v bode?

e ", I ", \N\é

A B

°
| [ R | | | | | ot
I — T 1 i i i ] ] ]
A B C D A B D A B D
e o °
°
°
°
| | ®,
| | |
A B D

RieSenie. V prvom pripade je funkcia spojitd v kazdom bode mnoziny
M :(A; B)u(C; D). V druhom pripade je funkcia spojita v kazdom bode mnoziny
M = (A; B)U(C; D). Aj tu musia byt’ intervaly spojitosti otvorené, pretoze dolava od
body A a doprava od bodu D nie je ni¢, graf tu kon¢i, v tychto bodoch preto funkcia nie
je spojitd. Vtretom pripade je funkcia spojita vkazdom bode mnoZiny
M =(A; B)U(B;D). V Stvrtom pripade je funkcia spojitd v kazdom bode mnoziny
M = (A; B). Hoci je definovana v bode B, graf je tu roztrhnuty, a preto tu funkcia nie je
spojita. Nespojita je aj v bodoch C a D, lebo st to izolované body. V piatom pripade je
funkcia spojita v kazdom bode mnozZiny M :(A; D). V Siestom pripade je funkcia
nespojitd v kazdom bode, lebo su to izolované body. V siedmom pripade to nie je

funkcia, lebo pre jedno B su definované dve hodnoty.
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Priklad 31. Aku limitu ma funkcia v bode A? Je v bode A spojita?

Co o-._//\
I~ I TN TR
\_’fi:\:f \__,B/:_\. A \/B/::\:f

RiesSenie. V prvom pripade v bode A funkcia nie je spojita, pretoZze v iom nie je
definovand. Napriek tomu mé funkcia v tomto bode limitu sprava aj zlava rovnu B.
V druhom pripade v bode A funkcia nie je spojita, pretoze v fiom nie je definovana.
Funkcia v tomto bode limitu nema. Ma iba limitu zl'ava rovnt B a limitu sprava rovnt
C. V tretom pripade v bode A funkcia nie je spojita, pretoze v iom nie je definovana.
Limita zl'ava je B. V §tvrtom pripade v bode A funkcia je spojitd, ma v lom limitu
sprava aj zl'ava, tieto sa rovnajd, preto v tomto bode ma limitu B. V piatom pripade
v bode A funkcia nie je spojita, aj ked’ v iom je definovana. Limita zl'ava je B, limita
sprava je C, teda limitu v bode A funkcia nema. V Siestom pripade v bode A funkcia nie
je spojita, aj ked’ v iom je definovand. Limita zl'ava je B. V siedmom pripade to nie je

funkcia, pretoZe su dva body nad sebou.

Priklad 32. Ktoré body nespojitosti st prvého a ktoré druhého druhu?

/“/O\A\/A/“/O\/LA/“/\A
7 _ 7 / / L

RiesSenie. V prvom pripade je to bod nespojitosti prvého druhu, pretoze z grafu
vidno, Ze sa funkcia z oboch stran blizi k tomu ist¢ému bodu, limita sprava a zl'ava sa
rovnaji. Keby sa tam ten bod doplnil, funkcia by sa stala spojitou. V druhom pripade to
nie je ziaden bod nespojitosti, ale proste uz priestor mimo funkcie. V tretom pripade je
to bod nespojitosti druhého druhu, pretoze limita sprava a zl'ava st rozne. Nie je miesto

pre dokreslenie bodu, pretoze by na grafe vznikli dva body nad sebou, a to uz by nebola

61



Ucebné texty z matematiky pre 1. ro¢nik geoldgie

funkcia. V stvrtom pripade je to nekone¢ne vela bodov nespojitosti druhého druhu,

pretoze chyba cely interval.

Priklad 33. Kolko bodov nespojitosti prvého a druhého druhu moéze mat’

funkcia?

RieSenie. Moze mat’ nekonecne vela jednych aj druhych, dokonca mozu byt

I'ubovol'ne husto.

Priklad 34. Mo6ze mat’ funkcia naraz aj bod nespojitosti prvého druhu aj bod

nespojitosti druhého druhu?

RieSenie. Samozrejme, ze moze. V jednej Casti bod prvého druhu, v inej Casti

druhého druhu.

Priklad 35. M6ze mat’ funkcia v jednom bode aj bod nespojitosti prvého druhu

aj bod nespojitosti druhého druhu?

RieSenie. Nie, nemoze. Vyplyva to z definicie pomocou limit. Nie je mozné, aby

v nejakom bode funkcia naraz limitu mala aj nemala.

Priklad 36. Vypocitajte nasledovné limity:

a. lim5x? f. limsinx K. linllo(loglo x)
x—2 X7 x—
. 2 . .
b. lim 5x g. lim 32 l. E{é(arcsm 2x)
x—10 x — x
c. lim x™ , m. lim(sinh x + cosh x)
x>7/2 h. limtanx x>0
ime™ . (5
d llilgce i. lim(x3 +x? —1) n. hné[}
x—1 =20\ X
e. limlnx ]
X0 R | x
jo lim() 0. lim(sj
x—5 X
RieSenie.
a. lim 5x* =5.4=20 C. 1in}2x““ =7/2
b. lim5x* =5.0% = d lime*=e™ =0

X—>0 X—>0
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e. limlhx=Inoo=co K. 1111110(1og10x)=1og1010=1
f. limsinx=sinz=0 } ling(arcsin2x):arcsin020

) 2 2 1 m. lim(sinhx+coshx)=sinh0+cosh0=1
g. 111’1’1 x—0

S0 —x  1000—10 495

h. limtanx=tanz =0

X—>T . 5
n. hng(j:oo
- . 3 2 _ X—> x
i lim(x +x* —1)=1
0. li > =1
o lim(x)=3 =81 i i

Poznamka. Vsetky priklady bolo mozné riesit’ tak, Ze sa hodnota priamo
dosadila do predpisu funkcie a zistilo sa, ¢i je limita vlastna alebo nevlastna. Castejsie
su vSak netrividlne priklady, kedy nie je mozné hodnotu do funkcie dosadit’ priamo.

Moze to mat’ niekol'’ko dovodov, ale to je téma nasledovnej lekcie.

Priklad 37. Vypocitajte nasledovné limity:

.1 h. lim tanx . 5
a.. llm — x—r/2" 0. 111'1’1 72
0 X 20 (x — 20)
. I. lirr/l2 tan x
. 1 x—>r/2- . 5
b )611_{101 X P- Eg 3
j. limInx (x-20)
x—0"
) 1
C. lim )
x=50" x — 50 kK. limInx q. lm _——
o0 o (x —20)
1
d. x1_>50* ~—30 l. }1_%1 Ix r. lim arctan x
e. lin]}\x ~1 m. lim /x s. lim arctan x
x—> x—0" X—>—0
f. linlg x—1 0 lim 5 t.  lim arccosh x
" T 20t (x _ 2())2 !
g. lirrll‘x —1 u. limarccosh x
x— x—1
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RieSenie.
.1 h. lim tanx=-o0 ) 5
a lim—=w K] 2" 0. lim ———=o
0 x 20 (x —20)
i lim tanx =
. 1 X—l2— 5
b. lim —=-wx p lim -0
x=0" x ' oo 3
i, limInx=—o = (x =20
x—0"
) 1
c. Ilim = ) 5
50" x — 50 k. lim Inx=NR q. lim ———=—c0
x—0—- xX—>00 (x — 20)
d 1 | .
' x—lfs%*x_so__oo I xlgnyxxzo r. limarctanx=7/2
e. limx-1/=1 m. lim -/x = NR s. lim arctanx=—7/2
g x—0" X—>—%0
f. limjx - 1‘ =-1 ) 5 t. limarccosh x=0
x>l n. lim = PaNe:
x—20" (x _ 20)
Iirr}|x—]4: NR u. limarccosh x = NR
X x—1"

Poznamka. Niektoré priklady nemajt rieSenie (NR), teda limity neexistuji. Je to
bud’ preto, Ze sa nerovnaju limity sprava a zl'ava, alebo preto, ze sa k zadanému bodu z

jednej strany neda priblizit, pretoZe na tej strane funkcia nie je definovana.
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Lekcia 6 - Limita funkcie 2

Nové pojmy
a. Limita podielu racionalnych funkcii
b. Limita podielu goniometrickych funkcii

c. Limitatypu 0
o0

o|o

818

o0
1 O 1

Pravidla pre pocitanie limit

Uvod. Casto sa stava, Ze pri poitani limit nie je mozné dosadit’ priamo Zelanu
hodnotu, pretoze vychadza nekone¢no, aj ked’ sa funkcia k nekone¢nu neblizi. Niekedy
sa tiez stava, ze vychadza v citateli aj v menovateli nula alebo nekonecno. V takomto
pripade je potrebné si uvedomit’, Ze problém je v predpise funkcie a jej priebehu. Dobry
priklad je funkcia y =x”/x. Ak by sme chceli po¢itat’ limitu blizko nuly, nebolo by
mozné nulu priamo dosadit, pretoze v menovateli nula byt nemé6ze. Ak ale funkciu
vykratime, vznikne nam y = x, do ktorej nulu uz dosadit’ mozné je. Vobec nevadi, ze
povodna funkcia nie je v nule definovana, limitu je mozné pocitat’ aj v tomto pripade. V
definicii limity je jasne povedané, Ze v samotnom vySetrovanom bode funkcia

definovana byt nemusi. Nutné ale je, aby bola definovana v nejakom okoli.

Racionalna funkcia. Casto sa stdva, ze funkcia je zadand nasledovne:

= PO , pricom P(x) a Q(x) st polynémy. Priklady sa vo vSeobecnosti delia na dva

typy. Prvy typ je ten, ked’ sa pocita limita pre X idlice k nejakej konkrétnej, ale konecne;j
hodnote Xo. Druhy typ je ten, ked’ sa pocita limita pre X idice k nekone¢nu.

Racionélna funkcia pre X — X,. Ak sa funkcia sa blizi k hodnote, ktora nie je
nulovym bodom Q(x), sta¢i dosadit. Ale ak sa funkcia sa blizi k hodnote, ktora je
nulovym bodom Q(x), mame v menovateli nulu. V menovateli ale nula vzniknat

nemodze. Neznamena to ale, Ze limita musi byt’ nevlastnd. MozZe sa stat’, Ze sa da Citatel’

a menovatel’ vhodne vykratit' a v menovateli zostane funkcia, ktord uz nema nulovy bod

(x—1)x-2)
-1

v Zelanej hodnote. Napriklad funkcia y=-—"——= v jednotke definovana nie je,
X
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dosadit’ ju tam nie je mozné, ale limita v jednotke existuje. Sta¢i vykratit' a vznikne

y=x-—2. Po dosadeni jednotky je vysledok —1. Ak sa ale vykratit' ned4, limita je

nevlastna.

Racionalna funkcia pre X —oo. Inak je to, ak sa funkcia blizi k nekone¢nu.
Treba si najskor vsimnat, ako vyzeraji polynomy P(x)=a,x" +a,x"" +.. a
Q(x) =b,x™ +hb,x™" +.... Tu existuju tri moznosti. Prvy pripad je ten, ked P(x) je
vySSieho stupna ako Q(x), teda n>m. Hovori sa, Ze vtedy je v Citateli ,,nekonecno
vyssieho radu a vysledok je nevlastna limita, teda plus alebo minus nekone¢no. Druhy
pripad je ten, ked’” O(x) je vyssieho stupnia ako P(x), teda n<m. Hovori sa, Ze vtedy je
V menovateli ,,nekonecno vysSieho radu‘ a vysledok je nula. Treti pripad je ten, ked’

P(x) a Q(x) st rovnakého stupna, teda n=m. Vtedy existuje na vypocet limity pre
x —>oo nasledovny trik: Ak P(x)=a,x" +a,x"" +... a O(x)=bx" +b,x"" +..., tak

limita je a, /b,. Zistim len koeficienty pri najvyssich mocninach X a limita je ich pomer.

Poznamka a ¢asté chyby. Zvykne sa zabudat’ na to, Ze tento trik sa da pouzit’
iba v pripade, Ze polynomy P(x) a Q(x) st rovnakého stupna. TaktieZ sa zabuda na to,

ze tento trik plati len pre limity idice do nekonec¢na.

.. . X .
Podiel goniometrickych funkcii. Ak po¢itame limitu lim M, pricom ¢@(X) a

X—X%g ¢(X

¢(x) st goniometrické funkcie, moZe sa nam stat,, Ze sa hodnota neda priamo dosadit’,

pretoze v menovateli vznika nula. Podobne, ako v pripade raciondlnych funkcii, je
mozné, ze sa Citatel a menovatel’ daju vykratit' a hodnota sa po vykrateni da dosadit’.

o, .. tanx . 1 sinx . 1 , )
Typicky pripad je lim-——=Ilim-~———=Ilim——=1. Sinusy sa dali vykratit,
x>0 8INX x>0SINX COSX x>0 COS X

pretoZe tangens sa da prepisat’ ako sinus lomené kosinus.

L. 0 o 0 v i Y ae . . “ri
Limity typu 0" 0 o . Casto sa stdva, ze limitu nevieme vypocitat,
o0

o0
0 "
pretoze keby sme chceli limitni priamo dosadit’ do predpisu dosadit, v Citateli aj v
menovateli vznika nula alebo nekonecno, ale Citatel a menovatel’ sa nedaju vykratit’.
Tieto limity sa daju vypocitat’ pomocou L’Hospitalovo pravidla. Toto pravidlo vyuziva

derivacie, preto sa bude preberat’ v lekcii 7.
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Priklady

Priklad 38. Vypocitajte nasledovné limity:

2 2 _ . ox+1
lim ¥ ~%*06 L L lim %
-3 x—3 0y >l x* —1
’ x* +2x+1 . x® —10x° M x* +20x+100
mT g lim ™ - Jim,
x> x+1 x>0 X x° +20x+100
3 2 3 2
lim > +6x" +12x+8 W fim ™ —4x* +x-2 0 lim )zc+6
¥-2 x+2 x>l x—1 76 x° + 6x
g x—1 . 100
l. 11’11172_ 0. xlggw
X2 —x=20 =l x® —3x+2 X
Iim
x—5 x_S x_2
J. 1im27
x2=7x+10 22X =5x+6
lim——
R ol x—4
Loy’ —16

RieSenie.

2
fim X —3%X+6_ imw:hm(x_z)zl

x—3 X — x—3 X — x—3

2
limﬂ=limw=hm(x+l)=0
x—>—1 X+ 1 x—>—1 X+ l x—>—1

3 2
jim X O H12x+8 L (x+2)(x+2)(x+2) lim (x+2)° =0
X—-2 X+ 2 X—>—2 X+ 2 X—>—2

2
fim =20 _ irn—(x_s)(x+4)zlirn(x+4):9
x5 x—35 x5 x—5 x5

2
lim ~ 7x+10_1im(x—5)(x 2)=11m(x—2):3
x—5 X — x—5 X — x—5

im
x—0 X x—0 X x—0
6 5 5
fim * 10, 10):11m(x—10):—10
x—0 X x—0 X x—0
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3 2 2
b gim S A2 L o)) ey a)20

x—1 X — 1 x—1 D 1 x—1

; . x—1 ) x—1 ) 1
I. Im——=lim =lim =—1
=l x? —3x 42 Hl(x—l)(x—Z) ol x—2

S x=2 . x=2 . 1
Jo lim————=lim ———~=lm——-1
W2 xT —5x+6 x—>2(x—2)(x—3) =2 x -3

. x—4 ) x—4 ) 1 1
K. hmzi=hm—=hm =—
>4 x? 16 4 (x—4)x+4) —ix+4 8

.oox+1 . x+1 . 1
. Iim ——=Ilm ——~——~=1lm —=
s>ix? =1 ot (x+1)x—1) =—1x-1

1
2

. x2+20x+100 )
m. lim 5 =lim 1=1
=10 x° +20x +100  x>-10

. xX+6 . xX+6 .1 1
n. lim 5 = lim =lim —=-—=—
6 x° 4 6x x>0 x(x+6) ¥>-6 X 6
100
0. lim> =liml=1
x%Ox x—0

Priklad 39. Vypocitajte nasledovné limity:

. tan :
a lim 7 ¢ fim ™"
97 SIN @ 1 Inx
b. lim '8 d. lim
9=7/2 COS @ =0 In” x
RieSenie.
. tangp . sin @ . 1
a. lim—"=Im — = lim =-1
9o 8INE@  ¢o7 SINP.COSQ =7 COS @
. cotgp . cosQ . 1
b. lim =lim —————= lim =1

p—>7/2 COS ¢ p—>7/2 COS q)sm¢ o—o>r/2 SiIl ¢

2

) X .
c. Ilim =lmhx=0
x—1 X x—1
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Priklad 40. Vypocitajte nasledovné limity:

. x*+x+10 o =5x"+x?+10 x4 x* +10x
a lm————— g. lim i m. lim — <50
xom xt =17 ¥ 4x oo xT —6x7 —44
. 10x? +7x+100 o 12x° +x+10 ) 23x?%
oo x" —=x+70 oo —5x° —Tx o0 23x" +x77 =77
i 2x% +x+10 T x2+x"+1 T -x’=x-10
x>0 3y + 5x+7 oo xt Ty x> 9x” -9
2 2 5
d fim_ 5 i lim + x+10x

x> 6x2 + 5x + 47 o x2 —6x° +44

I 8x +x+1 Ko X +xb=2
e. im ————— ) N
x> x =5 =2 20x" —9x
fo —x’+x"+x -1 L1 x"+x’ =1
P R S L T R
o0 Dy’ —x° +x" =5 xoo x° —8x
RieSenie.
. x> +x+10 e | 1 . x4 x+10x° 5
a. lIm—— =1 f. lim B — =—— ] hmﬁz—f
X0 x2_7 x—’“’2x —X +X —5 2 X—0 X _6x +44 3

. 10x* +7x+100
m =

b. li 5 10
e xT=x+70 . =5x"+x*+10 5 X +x*=2 1
¥ 4x 4 =0 20x° —9x 9
2 7,7
C. ljmw:% . limxz;xf:_l
e 3x +5x+7 3 o 1260410 12 e x=8xT 4
C oo _ 50 _ 72§
. X’ 1 T3 e X 10x 1
& e v sera7 6 e e a6
i limeer”Jrl__l
Lo o7 »
8x° +x+1 N th:B
e lm—5— =8 e 23x7 +x70 =7
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. —x"=x—10 1
0. lim——F——=—
xon —Qx” -0 9
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Lekcia 7 — Derivacie

Nové pojmy

a. Definicia derivacie pomocou limity, smernice a rychlosti zmeny

b. Jednostranna derivacia, derivacia zl'ava a sprava

Definicie derivacie

Uvod. V predoslej kapitole sa prebrala limita. Nie vela $tudentov rychlo
pochopi, ¢o je to vlastne limita. Nast'astie to nevadi, pretoze v geologickych vedach sa
limity pouzivaju zriedkavejsie. V matematike po pojme limita obvykle nasleduje pojem
derivacie. Derivacie st vSak objekty, ktoré sa aj v geologickych disciplinach pouzivaji
CastejSie, ako sa na prvy pohl'ad zda. Preto je viac ako potrebné, aby kazdy aspon trochu
pochopil, ¢o je to derivacia, ako sa definuje, ako funguje a ako sa pocita. V zasade
existuju tri pristupy k vysvetleniu derivacie. Prvy a najtazsi pristup je cez limity, potom
geometricky pristup cez smernice a fyzikdlny cez rychlost zmeny. Kvoli velkej

dolezitosti nasleduje vysvetlenie vsetkych troch pristupov.

Definicia pomocou limity. Nech funkcia f(x) je definovana v istom okoli

bodu x,. Nech existuje vlastna limita lim M
X—>X, x —_ xo

. Tato limita sa vola derivacia

funkcie f(x) v bode x,.Oznatujesa f"(x,), f'(x),_, . dféx(’), df;(x)
X X

x=xy *

Poznamka. Pocitanie derivacii pomocou limity je naroéné a zdihavé, ale je to
velmi silny nastroj. Vieme vSak, ze pocitanie limit robi priemernému Studentovi
problémy. Preto sa derivacie obvykle (mimo matematikov alebo fyzikov) pocitaji inym

spdsobom.

Definicia pomocou smernice. Derivacia ako smernica dotyCnice ku grafu je

vel'mi nazorna definicia. Nech f(x) je funkciaa x, je bod, v ktorom chceme vypocitat’
derivaciu. V bode x, nakreslime ku grafu doty¢nicu. Derivacia funkcie f(x) v bode

X, Jje potom smernica tejto dotyCnice. Matematicky sa toto da zapisat' ako
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f'(x,)=tana (Obr. 43 vlavo) alebo pomocou pravouhlého trojuholnika ako

d
f'(xo):%

—y, (ODr. 43 vpravo).

(0 60
- L

Xo dx %

Obr. 43. Derivacia ako smernica doty¢nice ku grafu funkcie.

Poznamka a ¢asté chyby. Pomocou smernice sa derivacie pocitaji Castejsie.
Casto sa ale stava, ze Pudia nevedia, kde je uhol a. Treba si uvedomit’, ze ak je funkcia
rastica, dotycnica tiez. Ak je klesajliica, dotycnica je tieZ klesajuca. Uhol a sa vzdy
meria od kladnej orientdcie osi X proti smeru hodinovych rudi¢iek. Mdze teda

nadobudnut’ hodnoty <O;180) v stupitoch, pripadne (0; ) V radidnoch.

Poznamka. Pomer dy/dx sa da chapat’ aj ako prirastok v smere osi y lomené

prirastok v smere 0si X vV malom okoli bodu x,,.

Definicia pomocou rychlosti zmeny. Tento pristup vyplyva znazorné¢ho
geometrického pristupu a vyuziva sa casto pri vySetrovani fyzikdlnych, chemickych,
geologickych alebo inych dejov. Cim je funkcia strmsia, tym je aj derivacia vadsia.
Cim je funkcia rovnobeznejsia s 0sou X, tym je derivacia blizia k nule. Toto je presne
odrazom prirodnych dejov. Ak sa nejaka veli¢ina meni rychlo, derivacia deja je vel’ka.
Ak sa meni pomaly, derivdcia je mald. Ak sa veli¢ina nemeni, derivicia deja je nula.

Derivacia je preto rychlost’ zmeny.
Jednostranna derivacia

Jednostranna derivacia. Ako sa ukézalo pri limitach, v bode x, funkcia vobec

nemusi mat’ limitu. Vtedy sa ale moze stat’, Ze v tomto bode existuje jednostranna

limita, teda limita sprava alebo limita zlava alebo obe. Ak existuje vlastnd limita
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. x)— flx , L .. , o ,
lim Lf(()), vola sa derivécia zl'ava a oznaluje sa f'_(x, ). Ak existuje vlastna
X=Xy X=X,

fimita fim ¢ =/ (x0)

x—x" xX—X,

. g . \
, vola sa derivacia sprava a oznaluje sa f", (x, ).

Poznamka. V prirode je vynimkou, ak je potrebné vyuzit' jednostranné
derivacie. Takmer vzdy sa skumaju funkcie, ktoré maji v skimanom bode derivacie

Z oboch stran, a navyse sa rovnaju.
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Priklady

Priklad 41. Nakresli dotyénicu ku grafu funkcie f(x) v bode x,.

\ \
f(x) \ | f(x) \/
WA
|

RieSenie.
V prvom pripade kreslenie dotyénice ku grafu funkcie f(x) vbode x, nema
zmysel, pretoze x, je koncovy bod anan je mozné ,nalepit™ nekonecne mnoho

doty¢nic, len inak sklonenych. V druhom pripade tiez nie je mozné nakreslit’ v bode x,

doty¢nicu, pretoze v tomto bode funkcia nie je definovand. Treti pripad je podobny
prvému, hoci x, nie je koncovy. Funkcia je v lom spojitd, ale je tu ,hrot“, a nan je

mozné ,,nalepit™ tiez nekonecne mnoho doty¢nic, len inak sklonenych.

Priklad 42. Nakresli dotyénicu ku grafu funkcie f(x) a g(x) vbode x,.

Rozhodni podl'a doty¢nice, ktora funkcia je rychlejsie rastuca (klesajica).

9(x) \\ a(x)
\ ]

(%) () ()

\)

RieSenie.

9()

f(x)

Al
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V prvom pripade je doty¢nica ku grafu funkcie f (x) v bode x, strmsia ako ku
grafu g(x), preto funkcia f (x) rastie rychlejSie. V druhom pripade v bode x,
rychlejsie (strmsie) klesd funkcia f (x) V trefom pripade v bode x, funkcia f (x)

rastie a funkcia g(x) klesa, pricom rast funkcie f (x) je intenzivnejsi.

Priklad 43. Vypocitajte derivaciu, ak:

o

dx=dy=1

e. a=45
b. d)C:d =6 o
Y f. a=0
C. dx=dy=-1
9. a=90°
d. dx=1 , dy=-1
h. a=30°
RieSenie.
dy 1
a. '=7=7=1
Y dx 1
dy 6
b. '=7=7=1
T 6
dy -1
c. y=—"=—=1
Y dcx -1
dy -1
d y="="=-1
Y de 1

e. y'=tana=tan45° =1
f. y'=tana=tan0° =0

g. Y=tana=tan90° =

h. y'=tana=tan30° =

w | &
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Priklad 44. Aky je uhol medzi osou X a doty¢nicou ku grafu v bode x,, ak je

V tomto bode derivacia:

a. 1 c. 0 e. o

b. -1 d. 3 f. —oo
RieSenie.

a. a=arctan y'=arctan(1)= /4, funkcia rastie.

b. «a=arctan y'=arctan(— 1): —m /4, uhol je teda 7 /4, ale funkcia klesa.

C. a=arctan)'= arctan(0)= 0, funkcia je konStanta, graf je rovnobeZny s 0SoU X.

d. a=arctan y'=arctan \B)z /3
e. a=arctan y'= arctan(oo) = /2, derivécia je nevlastna, graf je rovnobezny s 0S0U Y.

f. a=arctan y':arctan(— 00)2—72'/2, ale uhol je teda 7/2, derivacia je nevlastna,

graf je rovnobezny s 0soU Y.

Priklad 45. Ak je derivacia —1 a ndm vyjde a=-x/4, preco berieme za uhol

medzi osou x a doty¢nicou rovny a=7x/47?

Riesenie. Pri zdpornej derivacii je funkcia klesajica, preto nam uhol medzi osou
X a doty¢nicou vychadza zaporny. Ale to je to isté, ako keby sme brali kladni hodnotu,
len proti smeru hodinovych ruci¢iek (Obr. 44). Okrem toho dohoda je obvykle taka, ze

sa berie absolutna hodnota.

Obr. 44. Uhol medzi osou X a doty¢nicou vychadza zaporny, ale berieme ho za kladny,
merany proti smeru hodinovych rucdiciek.
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Lekcia 8 - Derivacie elementarnych funkcii

Nové pojmy

a. Tabulkové derivacie

b. Derivacia suctu, rozdielu, st¢inu a podielu funkcii, derivacia zlozenej funkcie
C. Vyssie derivacie

d. Derivacie neobvyklych funkcii

e. L’Hospitalovo pravidlo

f. Taylorov Rad

Tabulkové derivacie

Derivacia ako funkcia. Z ktorejkol'vek definicie derivacie vyplyva, ze je to
nejaké realne Cislo, ktoré charakterizuje funkciu v jednom jedinom bode. Keby to takto
ostalo len pri jednom bode, bolo by to malo. V§imnime si, ¢o sa stane, ked’ pre nejaka
funkciu vypocitame derivaciu v mnohych bodoch. Ak tieto body za¢neme zakresl'ovat
do suradnicovej ststavy, zistime, ze vznikd graf. Ak teda urobime derivaciu funkcie
v kazdom bode, vznikne tieZ funkcia, ale ind. Ak potrebujeme vypocitat’ derivaciu
funkcie v nejakom bode, bolo by vel'mi neefektivne pocitat’ limitu pre kazdy bod. Je
lepSie mat’ vypocitani derivaciu ako funkciu ado nej dosadit’ pozadovany bod.
Pomocou limit boli vypocitané derivacie elementdrnych funkcii, na pripustnych

mnozinach M, ktoré sa pouzivaju ako tabulkové (Tab. 1).

f(x) f'(x) M
c 0 R
x oo™ a<0=x#0
a’,a>0 a’Ina R
e’ e’ R




Ucebné texty z matematiky pre 1. ro¢nik geoldgie

log, x, 1 R
. xIna
ae® —{I} x>0,Ina=0
In x 1 R*
X
sin x COS X R
CcOoS X —sinx R
tan.x 12 x#(2k+1)7%,
Ccos” x 2
keZ
cotgx 1 x+krw,keZ
sin? x
arcsin x 1 xe(— 1;1)
A= x?
arccos x B 1 xe(— 1;1)
\l—x2
arctan x 1 R
1+x°
arccotg x 1 R
1+x?
sinh x cosh x R
cosh x sinh x R
tanh x 1 R
cosh? x
cotgh x 1 SR—{O}
sinh? x

Tab. 1. Derivacie elementarnych funkeii.
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Poznamka a ¢asté chyby. NajcastejSou chybou pri pocitani derivacii pomocou
tabulkovych derivacii je pouzitie nespravnej pripustnej mnoziny. Napriklad pri
logaritme je jasné, ze sa da derivovat’ iba pre kladné realne cisla, aj ked’ derivovana
funkcia je definovana aj pre zaporné ¢isla. Druha chyba je to, ze si l'udia zvycajne
pamitaji, Ze derivacia sinusu je kosinus, atak si mylne myslia, Ze derivacia arkus
sinusu je arkus kosinus. Tretia chyba byva t4, Ze si l'udia zvyCajne pamditaji, ze
derivacia kosinusu je minus sinus, ale mylne si myslia, ze derivacia kosinusu

hyperbolického je minus sinus hyperbolicky.
Pravidla pre pocitanie derivacii

Poznamka. V nasledovnych vzorcoch sa bude kvoli prehl'adnosti vynechavat

argument x, teda f'(x)=f"a g'(x)=g".

Derivacia suctu (rozdielu). Ak existuje f' a g', potom derivacia suctu
(rozdielu) je (f + g)=f'+g'.

Derivacia sacinu. AK existuje f' a g', potom derivacia sGéinu je
(B)=rg+ 12"

Derivacia podielu. Ak existuje ' a g' a g'#0, potom derivacia podielu je

( f J _f'g-f
g g’
Poznamka a ¢asté chyby. Casto sa stava, e sa do vzorca pre derivaciu podielu

do menovatel'a vlozi g' namiesto g*. Treba dat’ pozor aj na to, ze g'# 0.

Derivacia zloZenej funkcie. Nech y = f(u) atento argument je eSte funkciou
u=g(x), ¢ize y=fog=f(g(x)). Ak existuje f'(u) a g'(x), potom derivacia
zlozenej funkcie je y'= (f o g)':f' (u)g'(x).

Poznamka. Vzorec pre derivaciu zlozenej funkcie vyzerd na prvy pohlad
zlozito, tazkopadne. Nast'astie je to len zdanie, pretoze si sta¢i uvedomit, ze derivacia
zloZenej funkcie je derivacia vonkajSej funkcie krat derivacia vnutornej funkcie. Ak by
bola funkcia zloZzend z viacerych vnorenych funkcii, jej derivacia je derivacia vonkajsej
funkcie krat derivacia vnutornejSej funkcie, krat derivacia vnutornejSej funkcie a tak

d’alej az krat derivacia najvnutornejsej funkcie.
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VysSie derivacie
VysSie derivacie. Ked’ze derivacia funkcie je funkcia, aj z vyslednej funkcie je

d’f

P
X

mozné vypocitat’ derivaciu. Tak vznikne druhd derivacia f''= z ktorej je mozné

vypocitat’ znova derivaciu. Takychto derivacii méze byt nekonecne vel'a. Potom n-t4

(n) :dnf

derivacia je f .
dx

Derivacia neobvyklych funkcii

Derivacia neobvyklych funkcii. Tabul'ka derivacii elementarnych funkcii staci
priblizne v deviatich pripadoch z desiatich, mozZno aj CastejSie. Napriek tomu existuju aj
také funkcie, na ktoré sa nedd napasovat’ ani jeden vzorec. Typicky priklad je funkcia
x*. Nemo6zme pouzit’ vzorec pre funkciu x“, pretoZze oo musi byt konstanta. Nemozme
pouzit’ vzorec pre funkciu a”, pretoze a musi byt konStanta. Vo vSeobecnosti sa
derivacia takejto ,,funkcie na funkciu® riesi nasledovnym trikom: £ (x)g(x) = g¢ln/lx),

atoto uz je rieSitelné pomocou tabulkovych, pretoze to je exponenciila na sucin.

xInx

V predoslom pripade je to x* =e
L’Hospitalovo pravidlo

o 0 o 0 oo . e . -

Limity typu 0 0 ' o V lekcii 5 sa preberali limity a niekol’ko pravidiel
o0 0

na ich vypocet. Casto sa stiva, ze limitu nevieme vypocitat’, pretoze keby sme chceli

limitu priamo dosadit’ do predpisu, v Citateli aj v menovateli vznika nula alebo

nekonecno, ale Citatel a menovatel’ sa nedaju vykratit'. Tieto limity sa daji vypocitat’

pomocou L’Hospitalovo pravidla. Zavadza ho nasledovna veta:
Veta. Nech funkcie f(x) a g(x) maju derivacie f'(x) a g'(x) v okoli bodu x,
(v bode x, moézu anemusia existovat). Nech g'(x,)=0. Potom

L SE )
S gx) on g (x)

. Tento vzorec sa vola L’Hospitalovo pravidlo.
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Poznamka. Niekedy sa stane, Ze aj po pouziti L’Hospitalovho pravidla ostane

limita typu g, %, 0 alebo . Netreba sa zl'aknt’, L’Hospitalovo pravidlo je mozné
o0 o0

za sebou pouzit’ aj viackrat (len musia byt stale splnené podmienky na jeho pouzitie).

Poznamka. L’Hospitalovo pravidlo plati aj vtedy, ak mi v Cditateli aj

v menovateli vznikd — .

Taylorov rad

Taylorov rad. Vyssie derivacie funkcie f(x) je mozné vyuzit’ pri jej aproximacii
Vv okoli ur¢itého bodu a pomocou radu polynémov (mocnin premennej x). Takyto rad sa

nazyva ako tzv. Taylorov rad:

f(x) ~ f(a)+%!a) (x—a) + % (x—a)2+%(f) (x—a)’+ ...,

kde f(a) je funkéna hodnota funkcie f(x) v bode x = a; f*(a), f*‘(a), f*““(a), ... su prva,
druhg, tretia, ... derivacia funkcie f(x) v bode x = a; (x — a), (x — a)%, (x — @)%, ... st
mocniny vyrazu (X — a). Rad ma nekone¢ne vel'a ¢lenov, vo vécsine pripadov sa vSak
aproximacia obmedzuje na niekol’ko prvych ¢lenov. Da sa dokdzat’, Ze aproximacia

funkcie pomocou Taylorovho radu je najpresnejSia mozna.

Pomocou Taylorovho radu mdzeme opisat’ (aproximovat’) funkciu f(x) v okoli
bodu a — k funk¢nej hodnote f(a), ¢o je vlastne konstanta, postupne pridavame priamku
(linearnu funkciu), opisant ¢lenom [f*(a)/(1!)](x — a), d’alej parabolu (kvadraticka
funkcia), opisant ¢lenom [f*‘(a)/(2!)] (x — a)2, atd’. VysSie Cleny radu v sebe zahriiuja
vysSie polynémy, ktoré sa svojou cClenitostou priblizuji k nepravidelnému tvaru
aproximovanej funkcie, ako to je viditeIné aj na Obr. 45.

f(a) f(a) f'(a)
!

a X a X a X a X
Obr. 45. Aproximacia funkcie f(x) pomocou Taylorovho radu. Postupnym pridavanim ¢lenov radu
sa aproximacia (preruSovana ¢iara) stdle viac a viac pribliZuje v okoli bodu a ku skuto¢nému
priebehu krivky f(x) (pIna ¢iara).
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Ak polozime a = 0, tak potom takyto rad nazyvame ako tzv. MacLaurinov rad:

f 1 O f" 0 fm 0
f(x) ~ f(0) + ()x+ ()x2+ ()x3+....
1! 2! 3!
Taylorov (MacLaurinov) rad sa vyuziva na aproximovanie réznych funkcii —

ako elementarnych, tak aj zlozitych.

Postup pri vyjadreni funkcie do Taylorovho (MacLaurinovho) radu je
nasledujuci: najprv vyjadrime potrebné vyssie derivacie aproximovanej funkcie, potom
do nich dosadime dany bod a a napokon ich pouzijeme pri dosadeni do vztahu pre
Taylorov (MacLaurinov) rad. Ako priklad si uved'me MacLaurinov rad pre funkciu

arctan(x):

Najprv si ur¢ime derivacie funkcie arctan(x): arctan‘(x) =1/(1 +X2), arctan ‘‘(x)
=(12x/(1+x°)°, arctan*“(x) =[-2(1+x%) 2+8x*(1+x) JA1+x%)*. Potom dosadime za x = O:
f0) = 0, f(0) = 1, f(0) = 0, f(0) = —2. Potom po dosadeni do vztahu pre
MacLaurinov rozvoj dostaneme:

-2 X x X

arctan(x)z0+i x+ L2yl =y XX X
1! 2! 3! 3 5 7

Dalsie ¢leny x°/5 a —x'/7 sme “vydedukovali” z charakteru opakovania sa

znamych clenov.

V opise geologickych a geofyzikalnych javov sa Taylorov (MacLaurinov) rad
pouziva pri tzv. linearizécii problémov: z celého radu sa vezme iba jeho konStantna
a linearna Cast’ (vy$Sie sa zanedbavaji) auvedeny problém sa dalej riesi v takejto
zjednodusenej forme. Tento spdsob pomdha pri rieSeni zloZitych nelinearnych javov,

netreba vSak zabudat’ na to, ze ide iba o priblizné rieSenie.

Uved’me si niekol'ko prikladov MacLaurinovho radu:

¥ x X

sinX) * X —— + — —— + ...,
3! 5! 7!

tan(x) ~ X + les 2y My
3 15 315

+.
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. x  x2 X
+ 24

~+ 4,
21 3l
2 3 4
In(L4x) ox — — + 2 X 4
21 31 4l
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Priklady

Priklad 46. Elementarne funkcie. Vypocitaj derivéacie nasledovnych funkeii:

a. 654 i. 100cos(1,1x) p. 6sinh(2x)
b. x’
* J. %tan(Sx) g 25 cosh(xJ

c. 6x7*° : B
. k. Pcotg(S) r. §tanh(5x)
" . 2arcsin(x/5) s.  Fcotgh(xG)
£ Alog. 2x m. LIR arccos(W5 x)
) 3

3 n. Aarctan(xB)
g. Bln X

2 0. C arccotg(D2x)
h. 2sin(3x)

RieSenie.

a. (654)’=0
b. (x7):7x6

c. (6x727)=-22x6x72 =—13,2x 7"

d. (15> )=15"In15x(2x)=2In15x15>

e. (e”s):e"/5 x(x/S)': 65

A
f. Al 2 '=A ' —
(dlog; 2e)=d, | (ax)= |
3x B
. | Bln = 3x/2)=—
g j 3x/2(x ) X

h. (2sin(3x))=2cos(3x)x (3x) = 6 cos(3x)

i.  (100cos(1,1x))y = —100sin(1,1x)x (1,1x) = —110sin(1,1x)



K.

0.

p.

(ool -2

o]

1%

(A arctan (xB ))' =

(C arccot g(D 2 x)) =

Lekcia 8 — Derivacie elementarnych funkcii

1 2
Sx)=
cosz(Sx)( x) cos2(5x)
1 - PS
Sx) =
smz(Sx)( ) sin? (Sx)
1 2 1
2 (x/5)=2
J1=(x/5) 51-x*/25

-C

1+(D?x)

(%)

__—D
1+ (D7)

(6sinh(2x)) = 6 cosh(2x)x (2x) =12 cosh(2x)

(8 tanh(5x)) =

(F cotgh(xG)) =

—\5
coshz(Sx)( ¥

8

-F

!

sinh? (xG) *

-l
8 8 8

40

)= cosh? (5x)

_ —IG
sinh? (xG)
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Poznamka. VSetky pripady v predoslom priklade by kazdy mal absolutne

zvladnut. Ak je Studentovi povolené pouzivat’ tabulku derivacii elementarnych funkcii,

priklady tohto typu by mal vediet’ pocitat’ takmer metddou ,,pozriem a vidim®.

Priklad 47. Suacet, rozdiel, sucin, podiel funkcii. Vypocitaj derivacie

nasledovnych funkcii:

a.

b.

xsinx e. x2° _9200" i. arcsin Sx + arccos 5x
=2 x 5x
SIn” x + COS X f. e cotg x . e
J.
cosh x
COS X g 2'Inx
X 5
k.
, h x cotgh x
tan” x sinh x
I. e*arctanx
RieSenie.

(xsin x) = x'sin x + x(sin x) = sin x — xcos x

(sin2 x+cosx):2sinx(sinx)'—sinx:2sinxcosx—sinx:sinx(2cosx—1)

COos x _(cosx)'x—cosxxx'_ Xsin x + cos x
X x2 x2
1 tan x
(tanzx):(tanx-tanx)': —-tanx+tanx-———=2——
Cos” X COS” X  COS” X

(x> =200 }=200x"** — 200" In 200

X

(ex cotgx):(ex)cotgx+ e"(cotgx)':e" cotgx — :ex(cotgx— ; 12 j
sin” x

(2° lnx)=(2x)1nx+2x(lnx)'=2xh12h1x+2x=2x(h12lnx+l)

sin” x

X X

'

( x j_x'sinhx—x(sinhx)’_sinhx—xcoshx

sinh x sinh? x sinh? x

(Sx)' N —(5x)' _
Ji=(5xf 1= (sx)

(arcsin 5x + arccos Sx)' =
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[ e ] (esx)coshx—esxsinhx_QSXSCoshx—sinhx

coshx cosh® x cosh” x
' 0-cotghx—5-_7l
5 _ sinh? x _ S
cotgh x cot gh x cot gh?x - sinh?® x

X

e . 1
;- =e’| arctan x + 5

l. (e" arctan x): (e" )arctan x + ¢ (arctan x) = e arctan x +
I+x I+x

Poznamka. Ked’ze vsetky pripady z tohto prikladu su len suctom, rozdielom,
suc¢inom alebo podielom elementarnych funkcii, a to nanajvys dvoch, takéto priklady by

Student tieZ mal zvladnut’ podl'a mia aspon na 80%.

Priklad 48. Zlozené funkcie. Vypocitaj derivacie nasledovnych funkcii:

a. tanx’ d. sinsinsinx
b. log, </x e. arcsin(xlo)
1 f. IOHICCOS,’C
C. tanh—
X

g. arccotgx”’
RieSenie.

1 2) 2x
x =
cos? x? cos? x?

a. (tanx2 ):

b. (log, Jx)=— (Jx)=—" (1] 1 1

JSxma " xm4al2x) 2xIn4 xInl6

' '

1 1 1 1
Cc. [tanh—| = ol :—71
* cosh? = \* x? cosh? —
X X

d. (sinsinsin x)= cos(sin sin x)sin sin x ) = cos(sin sin x)cos(sin x (sin x )} = cos(sin sin x)cos(sin x)cos :

10)_ 10x°

e. (arcsin (xlo

VTt
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_ loarccosx lnlo

2

f. (103‘“"” ): 10™°** In 10 (arccos x ) =
A 1—x

-1 ( 2,5)_ —2,5x"°

2,5
0. (arccotgx ’ ):.7 x> )=
sinh? x*° sinh? x*°

Poznamka. Zlozena funkcia sa vo vSeobecnosti berie ako dost’ zlozita vec. Ak je
funkcia zlozena z viac ako dvoch funkcii, vypocet derivacie je dost’ neprehladny.

Student by takéto priklady mal podl'a miia zvladnut® aspoi na polovicu.

Priklad 49. Nestandardné funkcie. Vypocitaj derivacie nasledovnych funkeii:

a x¥ d. Inx™
b. xsinx e. lnlnx X
C. cos'x

RieSenie.

) (l“x) (“"x) exh”‘(xlnx) (x'lnx+x(lnx)')=xx(lnx+1)

(v
(S“"‘) (S“”““‘) e (sin x In x) = x*™* ((sin x')In x + sin x(In x)) =

b. sin x
= S'”[cosxlnx+j
X

(cos" x) = (e“““’” ): e**(xIn cos x) = cos™ x(In cos x + x(In cos x)) =

=cos” x(In cos x — x tan x)

2Inx
X

d. (Inx")=(nx.Inx)=(In? x)=2Inx(nx)=

(lnl“ x): (el”'“‘l““‘ ): "M (Inx.Innx) =" x((Inx)InInx + In x(In In x)) =

e. Inx
:m‘“xx(lnhlx+lj=1n Y(nlnx+1)
X X X

Priklad 50. Vypocitaj derivéacie nasledovnych funkeii:
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a. x|
b. ‘x + 5‘
C. \x , X€E <— 5;—3>

d Jx, xe (=55)

RieSenie.
a. Derivéaciu nie je mozné vypocitat’, pretoze v bode 0 derivacia neexistuje. Na funkcii

je zlom.

b. Derivaciu nie je mozné vypocitat’, pretoze v bode -5 derivacia neexistuje. Na funkcii

je zlom.
c. (x):xel-5-3)<(-x):xe(-5-3), preto (—x)=1. Hoci je na funkcii zlom,

derivaciu mame pocitat’ len na intervale, kde tento zlom nie je. V kazdom bode

zadaného intervalu derivacia existuje.

d. Derivaciu nie je mozné vypocitat, pretoze zadany interval nie je podmnozinou

defini¢ného oboru.

e. Derivaciu nie je mozné vypocitat’, pretoze v bode 0 funkcia nie je definovana. Ale

VxeiR—{O}:(xj =(1)=0.

X

Poznamka. Pri obvyklych prikladoch sa neudava interval, na ktorom mame
pocitat’ derivaciu. V tomto pripade sa vzdy postupuje tak, Ze sa derivacia pocita na
defini¢nom obore. Iba ak sa stane, Ze mame presne zadany interval zaujmu, treba sa mat’
na pozore. Mdze sa stat’, Ze derivdcia nebude existovat’, alebo ze funkcia nebude na
danom intervale existovat. MozZe sa ale stat, ze je zadany interval, na ktorom derivaciu

je mozné vypocitat, hoci na definicnom obore to mozné nie je.

Priklad 51. Vyssie derivacie. Vypocitaj derivacie nasledovnych funkeii:

a (Sinx)"" . (ezx)(20) d. (x230)(230)

b. (ex )(20)
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. () g (sinhx)"

f. (nx)" .~ (arcsin x)'
RieSenie.

a. (sinx)""'= (cos x)"'= (= sin x)'= ( cos x) = sin x

(
b. (ex )(20) :(ex )(19) :(ex )(18) ot
. (er )(20) _ Z(ezx )(19) _ 4(62x )(18) _ 920 2

227)

d. (@) =230(c)F = 230.220(x> " =230.229.228(x*7"f**” = .. = 2301

9. (sinhx)"=(coshx)'=(sinhx)=coshx

h. (arcsinX)"=(IXZJ=((l—xz)_”z)=—1/2.(1—x2)‘3/2(—x2)=x(1—x2)‘3/2= X

A=

Priklad 52. L’Hospitalovo pravidlo. Vypocitaj nasledovné limity:

. tan(11 . larctanp—-7/2). . x—1 / 2
a. lim (—(p) f. lmgj( ¢3 )j. hrrll - o. lim 1+x
o= tan(5¢p) o= @ A l-x ¥y
X _ b . 2
b lim - k. lim ?ln(”) 0. lim SN ¥
w0 x . cos(3p) v=7 sin(—8¢) >0 cosh” x — 1
g. lim
. o—rl2 cos(9¢) )
c. lim® T
X o0 x sinh x
g lm ™"
i . Inx ¥=0 sin x
d lim arcsin x h. PE}O - m. lim cos,'(p +1
=0y ’ e o7 SIN @ 2
. (o) r. lim
o lim SP¥ i, lim OB\ [ sinh? x x
x>0 x p—u/2 cotg(Sgo) n. xli% . .
S. lim-—

x=0 |n x
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. Inx . X In? x
lim —— u. lim i
RieSenie.
) o
im tan(llp) _ jim L1C0S (5p) 11 m. Tim co§¢+1=11m sing _
p—>-7 tan(S(o) (/H—ﬂSCOSZ(llgo) 5 o7 s @ 27 COS @
X 3 2
lim € _1:11mex:1 n. lim sinh leim(Zsinhx.coshx)zo
x—0 X x—0 x—0 X x—0
x x _x 2
lim S =lim—— =lim*_— =0 o tim M _pm Lo
Xx—® Y x—o 22X x—w D xoo oy x—0 Zx (1+x2)
. arcsmx . 1 o )
lim =lim =1 ) sinh” x . 2sinh x.cosh x
x—0 X x—)O\l_xz p 111’1'127:1111'1—:1
x>0 cosh” x—1 *>02sinh x.cosh x
lim ™ — lim cos x =1
x—0 X x—0
. sinmhx .. coshx
g. lim — =lim =1
. (arctangp—7/2) . 1 0 sinx >0 cosx
lim = lim =0
Pp—>0 ¢3 Pp—>0 ‘1_'_ ¢2 t§¢2 ,
.oer —
r. lim =—11m(2xe )=0
x—0 X x—0
lim cos(3(p): lim 3sin(3(p):_l o
o—or/2 cos(9¢) p—>7/20Q Sln(9¢) 3 S. !{1{)‘% Fx = £1£ré x=0
. Inx . 1
lim ——=lim —=0 t lnnE=liml=0
x>0 e X—=% xe x>y x—>® x
=12
lim S29@) _ 55'_”—2(5<D)=5 U, lim—> —limcosh® x=1
o—>rl2 COtg(SQ)) 712 5in 7 x—0 tanhx x—0
In? x In x 1
_ —1-x?) v. i I = li =0
lim -~ lzzlin} Ji-+) =0 N N R DY
x— \l—x x— X

im sin(3p) _im 3cos(3p) _ g

-7 sin(—8p) ¢—r —8cos(8p)

sinh x

lim =limcoshx =1
x—0 X x—0
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Priklad 53. Taylorov rad. Vyjadrite Taylorov rad pre nasledujtce funkcie:

a. cos(x)
b. cotg(x)
c 1
" (1+x)
RieSenie
2 4 6
a cos(x) # 1 — — X _X :
21 41 6l
b COtg(X)"l—i—X—?)—i 5 _
T x 3 45 945 !

1
(1+x)

Al-X+X -+ xt -
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Lekcia 9 - Priebeh funkcii

Nové pojmy
a. Lokalne a globalne minimum a maximum, extrémy, stacionarny a inflexny bod

Vlastnosti funkcii

Poznamka. V nasledovnych vzorcoch sa bude kvoli prehl'adnosti vynechavat

argument x, teda f"'(x)= f".

Monotonnost’ funkcie (Obr. 46). Nech je funkcia f(x) spojita na intervale |

a ma tu derivaciu v kazdom bode. Potom

Ak Vxel: f'>0, funkcia je rastica.

Ak Vxel: f'<0, funkcia je klesajuca.

Ak Vxel: f'=0, funkcia je konstanta.

Poznamka. Pre f'>0 je funkcia neklesajuca, pre f'<0 je funkcia nerastica.
y y y y

< U =

Obr. 46. Zrava: Rastuca, klesajiica, nerastiica a neklesajiica funkcia.

Konvexnost® a konkavnost’ funkcie (Obr. 47). Nech je funkcia f(x) spojita na

intervale | a ma tu druhu derivaciu v kazdom bode. Potom
Ak Vxel: f">0, funkcia je rydzo konvexna.
Ak Vxel: f"<0, funkcia je rydzo konkavna.

Poznamka. Pre f''>0 je funkcia ,,iba“ konvexna, pre f''<0 je funkcia ,,iba*

konkévna.
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y y y y

1 4 W O A P A DY
Y R

Obr. 47. Zrava: Rydzo konvexna, rydzo konkavna, konvexna a konkavna funkcia.

Lokdlne minimum (maximum) (Obr. 48). V bode x, méa funkcia f(x)
lok4lne minimum (maximum), ak existuje také okolie bodu x,, ze pre vSetky body
ztohto okolia plati, ze f(x)>f(x,) (f(x)<f(x,)). Ak plati ostrd nerovnost,
minimum (maximum) sa vola ostré.

Lokalne extrémy (Obr. 48). Lokalne minimum a lokalne maximum sa spolo¢ne

volaju lokalne extrémy.

Globalne extrémy (Obr. 48). Najmensia hodnota funkcie na celom definiénom
obore sa vola globalne minimum. Najvicsia hodnota funkcie na celom definicnom
obore sa vola globalne maximum. Globalne minimum a globalne maximum sa spolo¢ne

volaju globélne extrémy.

f(x) \,/\ N . . )
| | LI/ | |

Obr. 48. Extrémy funkcie. x; — ostré lokalne minimum, x, — ostré lokdalne maximum, vSetky
body z intervalu <x3 3 Xy > st lokalne minima, ale nie ostré, xs — ostré globalne maximum, x5 — ostré

globdlne minimum.

Stacionarny bod (Obr. 49). Bod, v ktorom f'=0, sa vola stacionarny bod.

AL

Obr. 49. Stacionarne body. X;, X; — stacionarne body. Body intervalu (x3;x4) su tiez

stacionarne body, ale body x3, X, nie, pretoZe si to body ,,zlomu*. x,, X5 nie su stacionarne, pretozZe
su to tieZ body ,,zlomu* (doty¢nica ku grafu v nich nie je jednoznac¢na).
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Veta. Nech funkcia f(x) ma vbode x, derivaciu anech ma vtomto bode
extrém. Potom plati, ze f" (x0 ) =0.

Poznamka. Tato veta je iba nutna podmienka na to, aby bol v nejakom bode
extrém. Ale nie je to postacujuca podmienka, preto sa veta neda obratit’. Z toho vyplyva,

ze vkazdom extréme, v ktorom existuje derivacia, je derivacia nulova. Ale

,hanestastie” neplati, Ze by vSade, kde ndjdeme nulovu derivaciu, bol extrém.

Veta. Nech funkcia f(x) ma vbode x, prvii derivaciu f'(x,)=0 anech

Vv tomto bode existuje druhé derivacia. Potom:

Ak f"(x,)>0, tak je v bode x, ostré lokalne minimum.
Ak f"(x,)<0, tak je v bode x, ostré lokalne maximum.

Poznamka a &asté chyby. Pripad f'(x,)=/"(x,)=0 tu nie je. V takomto
pripade sa o extréme ned4 rozhodnut’ iba na zdklade prvej a druhej derivacie, ale treba
pocitat’ derivacie vysSie. Chyby sa najcastejSie vyskytuju preto, pretoze sa funkcia
nespravne zderivuje, pretoze sa Casto stava, ze druhd alebo tretia derivacia su dost’
zlozité a neprehl’adné funkcie.

Veta. Nech O0<k<n, n>2, k,nefN. Nech f®(x,)=0a f*(x,)=0. Akn

je neparne, extrém v bode x, nie je. AK n je parne, potom:
Ak ™ (x,)>0,tak je v bode x, ostré lokdlne minimum.
Ak £ (xo ) <0, tak je v bode x, ostré lokalne maximum.

Poznamka. Tito veta sa pouziva v pripadoch, ked f'(x,)=/"(x,)=0
a 0 extréme teda stale ni¢ nevieme. Treba zistit’, ktora derivacia je ako prva nenulova
apozriet sa, €1 je parna alebo neparna. Pri neparnej extrém neexistuje. Pri parnej
existuje a ¢i je to minimum alebo maximum, rozhodne to, ¢i je derivacia vicsia alebo
mensia ako nula.

Inflexny bod (Obr. 50). Bod x,, vV ktorom sa funkcia meni z konvexnej na

konkavnu alebo z konkavnej na konvexnd, sa volé inflexny bod.
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Obr. 50. Xy, X5, X3 — inflexné body.

Veta. Ak je v bode x, inflexny bod, tak f"'(x,)=0.

Poznamka a Casté chyby. Z predoslej vety by sa mohlo stat’, Ze sa staci pozriet,

¢i ma funkcia v bode x, nulovi druht derivaciu a mame inflexny bod. Toto vsSak

neplati vzdy, veta plati iba v jednom smere.

Postup pri vySetrovani priebehu funkcie

Treba zistit’:
a. Defini¢ny obor a obor hodnot
b. Body nespojitosti, nulové a stacionarne body
c. Intervaly monotdnnosti
d. Intervaly konvexnosti a konkavnosti
e. Lokalne a globéalne extrémy
f. Inflexné body
g. Asymptoty

Poznamka. Toto poradie je len orientacné, ale zodpoveda pohodlnému
a logickému postupu. Nie vzdy je to ale mozné. Napriklad niekedy obor hodndt
nevieme vypocitat’ len na zaklade predpisu funkcie, ale moéZzu pomdct minima

a maxima.
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Priklady

Priklad 54. Vysetri priebeh funkcie y =

x—2
RieSenie (Obr. 51). Postupujeme podl'a schémy.

Defini¢ny obor. Defini¢ny obor je vsetko, o ma zmysel dosadit’ za x. Teda

D(y)=R-1{2}.

Obor hodnét. Najdeme ho tak, ze ndjdeme definiény obor inverznej funkcie.

Inverzna funkcia je x = 2);1 preto H(y)=R—{l}.
y —_—

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto

X

Nulové body. Najdeme ich tak, ze funkciu polozime rovnu nule. Teda =0.

x=2
RieSime metodou ,,pozriem a vidim* alebo korektnejSie ekvivalentnymi upravami takto:
-2+2 2
AR =1+ =0, preto 2=2—x, teda x=0. Ztoho vyplyva, Ze
x-2 x-2 x-2

nulovy bod je bod [0;0].

'

—2
(x~2)

rovnica ale rovna nule nie je nikdy, pretoze ¢itatel’ je jasne zaporny a menovatel’ kvoli
9

5 =0. Tato

b r . ;. v , x
Stacionarne body. Derivaciu polozime rovni nule: ( 2] =
x f—

druhej mocnine vzdy kladny (okrem bodu x =0, ale 0 tom uz vieme, Ze je nulovy bod).

Stacionarne body tato funkcia teda nema.

Intervaly monoténnosti. Bod nespojitosti rozdelil zaujmova oblast na dva

intervaly. Lenze z vySetrenia stacionarnych bodov vyplynulo, Ze prva derivacia je

zaporna aj pre x <2, aj pre x> 2. Preto funkcia je klesajica na intervale (—oo; 2) ana
intervale (2;00).

Poznamka. Keby niekto napisal, Ze funkcia je klesajica na zjednoteni tychto

intervalov, mylil by sa, pretoZe napriklad na intervale <— 3;3> funkcia klesajtca nie je

(staci dosadit’ do predpisu funkcie bod mensi a vacsi od 2).
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Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypoc¢itame druhu  derivaciu:

( x j :[( =2 J -4 . Teraz zistime, kde je druhd derivacia mensia ako

x—2 x—2) (x—2)
nula. Citatel’' je kladny, preto vysledok zavisi len od menovatel'a. Ten je kladny pre
x>2, pretoze podla lekcie 2 je to kubicka funkcia, posunuta o hodnotu 2 doprava.

Preto funkcia je rydzo konvexnd na intervale (2;00). Rydzo konkavna je na intervale
(— 00;2) .

Lokélne a globélne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivécia nie je nikde nulova, preto lokalne ani globalne extrémy funkcia nema (jediny

podozrivy bod x =2 je bod nespojitosti).

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkdvnosti vyplyva, Ze druha
derivacia nie je nikde nulovd, preto funkcia nemé inflexné body (jediny podozrivy bod

x =2 je bod nespojitosti).

Asymptoty. Asymptoty bez smernice zistime pomocou jednostrannych limit v

bodoch nespojitosti x = a (a € R): lim f(x)=100 a lim f(X) =+c. Ak plati aspon

jedna z uvedenych podmienok, potom funkcia ma v skimanom bode nespojitosti

asymtotu bez smernice srovnicou x = a. Zistili sme, ze: IIm—2:oo a
x—=2" X —

. X : : . .

lim ——=—0, teda v bode 2 je asymptota bez smernice, ktorej rovnica je x=2.

Xx—2" X —

Asymptoty so smernicou maju rovnicu y=kx+q. Smernicu k a koeficient q zistime
pomocou limit v nevlastnych bodoch (-0 aj «), ktoré musia byt vlastné. V opacnom

pripade, ak st tieto limity nevlastné (rovné +oo), funkcia nemé asymptoty so smernicou.

Teda k, = lim T _jim -t _o a A, = lim (f (x) —k;,x) = lim (szl.

x>t Y Xt X — 2 xoto| ¥ —2

Funkcia ma teda jednu asymptotu so smernicou. Rovnica tejto asymptoty je y =1.

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnut’ graf:
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Obr. 51. Graf funkcie y = .
x-=2

o . 1
Priklad 55. Vysetri priebeh funkcie y =x+ —.
X

Riesenie (Obr. 52). Postupujeme podl'a schémy.

Definiény obor. Defini¢ny obor je vSetko, o ma zmysel dosadit’ za x. Teda

D(y)=%-{0}.

Obor hodnét. Najdeme ho tak, ze najdeme defini¢ny obor inverznej funkcie.

yi.y’ -4
2

Inverzna funkcia je x = (z predpisu vidno, ze toto nie je funkcia, pretoze

pre jedno x st definované dve hodnoty y, ale definicny obor mdézeme urc€it’). Preto

H(y):(—oo;—2>u<2;oo).

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto

Nulové body. N4jdeme ich tak, ze funkciu polozime rovna nule. Teda x+ 1 =0.
X

Po tiprave mame x> +1=0, ale tato rovnica nema rieSenie v obore realnych &isel, preto

nulové body funkcia nema.

Poznamka. Pouzil som neekvivalentnii Gpravu (nasobenie X), ale to nie je

problém, pretoze pripad x =0 uz mame vyrieSeny. Vieme, ze je to bod nespojitosti.
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Stacionarne body. Prva derivéciu polozime rovnu nule:

1

1 1 1 .

y' (x + j =1-—-=0. Ztohto vyplyva, Ze —-=1. Stacionarne body su teda dva:
X X X

x==l1.

Intervaly monoténnosti. Bod nespojitosti a stacionarne body rozdelili zaujmova

oblast’ na S$tyri intervaly: (— oo;—l), (—1;0), (0;1), (l;oo). Intervaly rastu a klesania
zistime tak, ze dosadime akékol'vek Cislo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je
vnich prva derivacia kladna alebo zaporna. Zvolime, napriklad, hodnoty
{— 2;—0,5;0,5;2}. Dosadime  a mame 1'(-2)=0,75>0, 1'(-0,5)=-3<0,
1'(0,5)=-3<0, »'(2)=0,75>0. Preto na intervale (— oo;—l) je funkcia rastica, na

intervale (~1;0) klesajuca, na intervale (0;1) klesajuca a na intervale (I;0) rastica.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypoc¢itame druhu  derivaciu:

y":(x+ 1) :(l—lzJ =2x". Tato funkcia je podla lekcie 2 kladna pre kladné
X X

realne Cisla a zadpornd pre zaporné redlne Cisla (v nule nie je definovand). Preto na

intervale (—o0;0) je funkcia rydzo konkavna a na intervale (0;o0) je rydzo konvexna.

Lokélne a globalne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivécia je nulovd pre x==1. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti uZ mame aj

druhtt derivaciu. Druhd derivédcia v stacionarnych bodoch je: »''(-1)=-2<0 a
y'(1)=2>0. Preto vbode x=-1 je ostré lokdlne maximum a v bode x=1 je ostré

lok4lne minimum. Globélne extrémy funkcia nema.

Poznédmka. Ako viem, Ze je ostré? Tak, Ze stacionarny bod je osamoteny, nie je

to interval stacionarnych bodov.

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti akonkavnosti vyplyva, ze druha

derivacia je nulova iba vbode x=0: »'"(0)=0. Ale toto je bod nespojitosti, preto

inflexné body funkcia nema.

Asymptoty. Asymptoty bez smernice zistime pomocou jednostrannych limit v

T 1 i 1 _—
bode nespojitosti: lim (x+—j =oo a lim (x+—j =—o0. Limity su nevlastné, preto ma
x—0* X x—0" X

funkcia asymptotu bez smernice, ktorej rovnica je x=0. Smernicu a kvocient pre
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asymptoty so smernicou (rovnica y=kx+gq) zistime pomocou limit:

k,, = lim T _im (1+i2j=1, A, = lim (£ (0 —k,,x)= lim [x+1_x)=o.

X—>1oo X X—>+oo X X—>+oo X—>to0 X
Rovnica tejto asymptoty je y=x.

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnat’ graf:

N

B

LY

O

E'S

(-2}

1
Obr. 52. Graf funkcie y =x + —.
x

Priklad 56. Vysetri priebeh funkcie y=x’ —3x.
Riesenie (Obr. 53). Postupujeme podl'a schémy.

Defini¢ny obor. Definiény obor je vsetko, ¢o ma zmysel dosadit’ za X. Teda

D(y) =R,

Obor hodnét. Je to kubickd (pripadne polynomicka) funkcia, preto podla lekcie
2je H(y)="R.

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto
By ={}.

Nulové body. Nijdeme ich tak, Ze funkciu polozime rovni nule. Teda
x* —3x=0, ztoho x*> —=3=0, preto x==+-/3. Pouzil som ale neekvivalentna upravu,

preto treba oddelene overit bod x=0. Dosadim ho do predpisu funkcie a mam

1(0) =0, preto nulové body su az tri: {— /3;0;-/3 }

Stacionarne body. Prva derivaciu polozime rovnua nule: »'=3x> —3=0, preto

x==l1.
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Intervaly monoténnosti. Stacionarne body rozdelili zaujmova oblast’” na tri

intervaly: (—o0;—-1), (~11), (I;00). Intervaly rastu a klesania zistime tak, 7e dosadime
akékol'vek cislo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva derivacia kladna

alebo zépornd. Zvolime, napriklad, hodnoty {— 2;0;2}. Dosadime a mame
V'(-2)=9>0, y'(0)=-3<0, »'(2)=9>0. Preto na intervale (—o0;—1) je funkcia

rastlica, na intervale (—1;1) je klesajuca a na intervale (1;00) je rastica.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti. Vypocitame druht derivaciu: y''=6ux.

Tato funkcia je podla lekcie 2 kladna pre kladné redlne cCisla a zadpornd pre zaporné
realne &isla. Preto na intervale (—a0;0) je funkcia rydzo konkavna a na intervale (0;oo)

je rydzo konvexna.

Lokalne a globdlne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivacia je nulova pre x==1. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti uz mame aj

druhtt derivaciu. Druhd derivacia v staciondrnych bodoch je: »''(-1)=-6<0,
V'(1)=6>0. Preto vhbode x=-1 je ostré¢ lokdlne maximum a Vv bode x=1 je ostré

lokalne minimum. Globélne extrémy funkcia nema.

Poznamka. Ako viem, Ze je ostré? Tak, Ze stacionarny bod je osamoteny, nie je

to interval staciondrnych bodov.

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkadvnosti vyplyva, ze druhd

derivacia je nulova iba v bode x=0: y''(0)=0. Navyse sa v tomto bode meni funkcia

z konkavnej na konvexnu, preto v bode x =0 je inflexny bod.

Asymptoty. Asymptoty bez smernice nie su, pretoze funkcia je spojitd pre VR.

Smernicou pre asymptoty so smernicou (rovnica y=kx+ q) zistime pomocou limit:

k, = lim 10 _ lim (X2—3)=oo. Limity st nevlastné, preto funkcia nema ani

X—>too X X—>to0

asymptoty so smernicou.

Zaver. Na zéaklade predoslych vysledkov je mozné naértnut’ graf:
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Obr. 53. Graf funkcie y = x” —3x.
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Priklad 57. Vysetri priebeh funkcie y = xle™

Riesenie (Obr. 54). Postupujeme podl'a schémy.

Defini¢ny obor. Defini¢ny obor je vSetko, ¢o ma zmysel dosadit’ za x. Teda

D(y) =R,

Obor hodnét. Zistit' obor hodndt pomocou inverznej funkcie tu nie je I'ahké,
pretoze osamostatnit’ X Z rovnice sa nedd. Nechame si teda zistenie oboru hodnot na

koniec.

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto
By ={}.

Nulové body. Ngjdeme ich tak, Ze funkciu polozime rovni nule. Teda

2 X X

y=Xx e =0.Tojelenpre x=0, pretoze e je vzdy kladné.

Stacionarne body. Najdeme ich tak, ze prva derivaciu poloZime rovnu nule:

Teda y'=2xe™ +x’e™ (—2x)=2xe ™ (1 -x’ ): 0. Ak sa mé sigin funkcii rovnat

nule, musi sa alebo rovnat’ nule prvy Clen alebo druhy ¢len. Prvy ¢len 2xe™ =0 pre

x=0 adruhy ¢len 1—x? =0 pre x = £1. Stacionarne body st teda {- 1;0;1}.

Intervaly monotdénnosti. Stacionarne body rozdelili zdujmova oblast’ na Styri

intervaly: (—oo0;—1), (=10), (0;1), (I;0). Intervaly rastu aklesania zistime tak, Ze
dosadime akékol'vek €islo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva derivacia
kladna alebo zaporna. Zvolime, napriklad, hodnoty {— 2;—0,5;0,5;2}. Dosadime a mame

V'(-2)=0.219788>0,  '(-0,5)=-0.584100587 <0,  »'(0,5)=0.584100587 <0,
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1'(2)=—-0.219788 <0. Preto na intervale (— oo;—l) je funkcia rastica, na intervale

(~1;0) klesajuca, na intervale (0;1) rastica a na intervale (1;0) klesajuca.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypocitame druht  derivaciu:

y"= 267 (2x4 —5x%° +1). Prvy ¢len 2" je vzdy kladny, teda len od rovnice Stvrtého

stupnia v zatvorke zavisi, €i je rovnica kladnd alebo zdporna. RieSime substiticiou:

5+.17

4

2

x*=t. Preto 2/*-5/+1=0, zd&ho vyplyva, Ze ¢, = Preto

. Toto st Styri priblizné hodnoty nulovych bodov druhej

5+.17
4

Xiosa =aflia = |

derivacie: {— 1.510223959;-0.468213192;0.468213192;1.5 10223959}. Tieto body
rozdelili ~ zdujmovi  oblast na  pdt’  intervalov: (= 00;—1.510223959),
(~1.510223959;-0.468213192), (-0.468213192;0.468213192),
(0.468213192;1.510223959), (1.510223959;0). Intervaly konvexnosti a konkavnosti
zistime tak, ze dosadime akékol'vek Cislo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je
Vnich druhd derivacia kladnd alebo ziporna. Zvolime, napriklad, hodnoty
{— 2;—1;0;1;2} . Dosadime a mame y"(-2) = 0.476206611> 0,
y"(-1) =-1.471517765 <0 , y"(0)=2>0, y"(1) =-1.471517765<0,
y"(2) =0.476206611>0. Preto na intervale (—o0;—1.510223959) je funkcia rydzo
konvexna, na intervale (—1.510223959;-0.468213192) je funkcia rydzo konkavna, na
intervale (- 0.468213192;0.468213192) je funkcia rydzo konvexnd, na intervale,
(0.468213192;1.510223959) je funkcia rydzo konkiavna a na intervale
(1.510223959; oo) je funkcia rydzo konvexna.

Lokélne a globalne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, Ze prva

derivacia je nulova pre hodnoty {— 1;0;1}. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti uz

mame aj druhu derivdciu. Druhd derivicia v staciondrnych bodoch je:
y"(-1) =-1.471517765<0, y"(0)=2>0 a y"(1) =-1.471517765<0. Preto v bode
x=—1 je ostré lokalne maximum, v bode x=0 je ostré lokdlne minimum a Vv bode
x=1 je ostré lokdlne maximum. V bode x=-1 a x=1 st dokonca ostré¢ globalne
maxima. Ze su globalne, vieme z toho, e na obe strany od tychto bodov funkcia klesa

a uz nikde nerastie.
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Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti vyplyva, Ze druha

derivacia je  nulovd iba  vbodoch, ktorych  priblizné hodnoty st
{— 1.510223959;-0.468213192;0.468213192;1.5 10223959}. NavySe sa v tychto bodoch

meni funkcia z konkévnej na konvexna a opacne, preto Vv tychto bodoch su inflexné

body.

Asymptoty. Asymptoty bez smernice nie su, pretoze funkcia je spojita pre VR.

Smernicu a kvocient pre asymptoty so smernicou (rovnica y = kx+ g ) zistime pomocou

X—oto X X—>to0

limit: kLZ:IimM:Iim();j:Iim[ 12j:o. Gy, = lim (£ (x)—k,,x)=0.

e X—>F00 2 XeX X—>+to0

Existuje jedna asymptota so smernicou, ktorej rovnica je y=0.

Poznamka. Pri vypocte smernice som vyuzil L’Hospitalovo pravidlo jedenkrat,

pri vypocte parametra g dvakrat.

Poznamka 1. V bode x=0 je dokonca ostré globalne minimum. Ze je globalne,
vieme ztoho, Ze na obe strany od tohto bodu funkcia na obe strany rastic a po

dosiahnuti maxim uz klesa len asymptoticky k nule.

Poznamka 2. Teraz sa uz da zistit' aj obor hodnét. Z predpisu vieme, ze funkcia
je nezaporna. Z asymptoty sa zistilo, Ze sa funkcia blizi nekone¢ne blizko k nule, ale ju
nedosiahne. Z vysetrenia extrémov sa zistilo, ze existuje globalne maximum, v ktorom

hodnota funkcie je y(1)=0.367879441 aexistuje aj globalne minimum, v ktorom

hodnota je y(0)=0. Preto obor hodnét je H(y)=(0;0.367879441).

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnut’ graf:

04
v.g

A

Obr. 54. Graf funkcie y = xle™
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Poznamka. Tento priklad povazujem za taz$i, pretoze sa neobvykle zistoval
obor hodnét, hodnoty, v ktorych st derivacie nulové, nie su ,,pekné* ¢isla a bolo treba

riesit’ rovnicu Stvrtého stupia.
Priklad 58. Vysetri priebeh funkcii y, =sinx a y, =cos x.
RiesSenie (Obr. 55). Postupujeme podla schémy.
Uvod. Preto je zaujimavé riesit’ obe funkcie naraz, pretoze st vel'mi podobné.

Defini¢ny obor. D(y,) =R, D(y,)=9R.

Obor hodnét. H(y,)=(-11), H(y,)=(-1l).

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto

B, ={} pre obe funkcie.
Nulové body. Najdeme ich tak, ze funkciu polozime rovnu nule. Teda
v, =sinx=0, preto x=kxr, keZ. Podobne y,=cosx=0, preto XZ(/C+;)7Z',

k € Z . Jasne teda vidno, Ze nulové body tychto dvoch funkecii sa pravidelne striedaju.

Stacionarne body. Néjdeme ich tak, ze prvi derivaciu polozime rovnu nule:

Teda  y,'=(sinx)=cosx=0, preto  x= (k + ;}r , keZ. Podobne

y,'= (cos x)': —sinx=0, preto x=kx, keZ. Je zaujimavé, ze nulové body jednej

funkcie st akurat stacionarne body druhej funkcie.

Intervaly monotonnosti. Staciondrne body rozdelili zaujmové oblasti oboch

funkcii na nekonecne vela intervalov. Pre funkciu y, sa daju zapisat’ takto:
1 1 - b4 4 b
[[k—zjﬁ;(k+2}rj, keZ. Pre funkciu y, sa daju zapisat takto: (kz;(k+1)7),

keZ. Intervaly rastu aklesania zistime tak, ze dosadime akékol'vek ¢islo
Z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva derivacia kladna alebo zaporna.

Priam sa pontka dosadit do derivacie akurat nulové body. Dosadime a méame

y,'(kz)=cos(kz)=(~1)°. Teda na intervaloch pre parne k funkcia sinx rastie ana

intervaloch pre neparne K klesa. Intervaly rastu su ((41( —1)%;(41{ + I)Zj a intervaly
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klesania st ((41{ + 1)5; (4% +3) 2) . Pre druhu funkciu

¥, '([k + ;jﬁj = —sin((k + ;jﬁJ = (— l)k . Teda na intervaloch pre parne k funkcia

cosx klesi ana intervaloch pre neparne K rastie. Intervaly rastu st ((2k —1)7;2kx)
a intervaly klesania st (2kz;(2k +1)7). Z hraniénych bodov intervalov vidno, Ze sa pre
obe funkcie spolovice prekryvaji. Cize interval, kde jedna funkcia rastie, sa z pohladu

druhej funkcie deli na dve polovice. Na jednej polovici rastie, na druhej klesa.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypoc¢itame druhu  derivaciu:

= (sin x)"= —sin x. Tato funkcia je kladna na intervaloch ((2k — 1)7r;2k7z), preto je
na nich rydzo konvexna. Zaporna je na intervaloch (2kz;(2k +1)7), preto je na nich

rydzo konkdvna. Pre druhtl funkciu je to nasledovne: yz"=(cos x)”=—cosx. Tato

funkcia je kladna na intervaloch ((4k+1)§;(4k+3)7;j, preto je na nich rydzo

konvexna. Zaporna je na intervaloch [(4/( —1)%;(41{ + 1) Zj , preto je na nich rydzo

konkéavna.

Lokalne a globdlne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivacia je nulova pre hodnoty x:(k+;)7z pre funkciu y, =sinx. Pre funkciu

vy, =cosx su stacionarne body x=kx. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti uz

madme aj druht derivaciu. Druhd derivacia v stacionarnych  bodoch  je

h% "((k + ;}ZJ =- sin([k + ;}Zj =(-1)* a  p,"(kx)=—cos(kz)=(~1)".

V stacionarnych bodoch oboch funkcii sa teda striedaji maxima a minima. Hodnota
oboch funkcii vo vSetkych stacionarnych bodoch je 1, preto su to vSetko globalne

minima a globalne maxima.

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkdvnosti vyplyva, Ze druha

derivécia je nulova presne v nulovych bodoch. Toto plati pre obe funkcie. Preto inflexné

body funkcie y, =sinx st vbodoch x=#kz ainflexné body funkcie y, =cosx sh

v bodoch x = (k + ;)ﬂ'
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Asymptoty. Asymptoty bez smernice nie su, pretoze funkcia je spojita pre VR.

Smernicu a kvocient asymptoty so smernicou (rovnica y=kx+ q) zistime pomocou

., . . sin X . . COS X
limit: kizzllmﬁzllm (—}o, Ky, = lim Y2 _ im [—j=o.
! X—>to0 X X—>1o0 X ! X—>too ¥ X—>Fo0o X
= lim —k ,x)= lim (sin x), ale tato limita neexistuje a
q1’2 X—>to0 ( yl kl’z ) X—>to0 ( ) J

05 = lim (y, —k34x): lim(cosx), a tato limita tiez neexistuje, pretoze s to
’ ’ X—>Fo0

X—>1to0

rovnomerne oscilujuce periodické funkcie. Preto funkcie asymptoty nemaju.

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnt’ graf:

-2 Sak = é& VA W
X\ AN
o)

15
-2

Obr. 55. Grafy funkeii y, =sinx a ¥, =cosx.
Poznamka. Tento priklad povazujem za taz$i, pretoze zistovanie roéznych

intervalov bolo neprehl'adné.

Priklad 59. Vysetri priebeh funkcie y =x + Lz .
X

Riesenie (Obr. 56). Postupujeme podla schémy.

Defini¢ny obor. Defini¢ny obor je vSetko, ¢o ma zmysel dosadit’ za X. Teda

D(y)=%-{0}.

Obor hodnét. Zistit' obor hodndt pomocou inverznej funkcie tu nie je l'ahké,
pretoze je potrebné riesit’ kubicku rovnicu. Nechdme si teda zistenie oboru hodnét na

koniec.

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto
B, ={0}.
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Nulové body. Najdeme ich tak, ze funkciu polozime rovni nule. Teda

1
x+x—2=0.Ztohovyplyva, ze x=-1.

Staciondrne body. Najdeme ich tak, ze prvu derivaciu polozime rovnu nule:

1

Teda y'=(x+12j =1—%=0-Zt0hovypl3'wa,2e x=3\/§.
X X

Intervaly monotdénnosti. Stacionarny bod a bod nespojitosti rozdelili zdujmova

oblast’ na tri intervaly: (— oo;O), (O; 2 > a (3\5 ;oo). Intervaly rastu a klesania zistime tak,

ze dosadime akékol'vek cislo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva

derivacia kladna alebo zaporni. Zvolime, napriklad, hodnoty {-1;1;2}. Dosadime
amame y'(-1)=3>0, y'(1)=-1<0, »'(2)=0,75>0. Preto na intervale (—;0) je

funkecia rastica, na intervale (O; 2 ) klesajuca a na intervale (iﬁ ; oo) rastica.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypocitame druhtt  derivaciu:

y”=(x+12j =(1—23j =£4. Druhd derivacia je kladnd na celom definicnom
x X X

obore, preto je funkcia rydzo konvexna na intervale (—o0;0) a na intervale (0;0).

Poznamka. Funkcia nie je rydzo konvexnd na definiénom obore, pretoze je tu

bod nespojitosti druhého druhu v bode x=0.

Lokélne a globalne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivacia je nulova pre hodnotu x=2/2. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti uz

mame aj druht derivaciu. Druhd derivdcia v stacionarnom  bode je

y"({@) 6 =327 >0, preto v bode x=%/2 je ostré lokalne minimum.

316

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkavnosti vyplyva, ze druha

derivacia y''= —- nie je nulova nikde, preto funkcia inflexny bod nema.
X
Asymptoty. Asymptotu bez smernice zistime pomocou jednosmernych limit v

3 2
bode nespojitosti: Iirp(XJrizjzlim[X j1j=|im(3ij=oo a |im(x+i2j=oo.

X x—0" X x—0" X

Limity su nevlastné, preto funkcia ma asymptotu bez smernice, ktorej rovnica je x=0.
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Smernica a kvocient asymptoty so smernicou (rovnica y=kx+q) zistime pomocou

limit: k., = lim T _ i [1+i3}=1, G, = lim (f(x)—k;,x) = lim (%):o.

X—>too X X—>too X X—>100 X—>too X
Rovnica tejto asymptoty je y=x.
Poznamka. Pri pocitani asymptoty bez smernice som vyuzil L’Hospitalovo
pravidlo.

Poznamka 1. Az zgrafu sa da zistit, ze oborom hodnét danej funkcie je
H(y) = R.

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnt’ graf:

6
J y
A

P
/

N

E

(-2}

1
Obr. 56. Graf funkcie y =x + —-.
x

Priklad 60. Vysetri priebeh funkcie y =In(x?).
Riesenie (Obr. 57). Postupujeme podl'a schémy.

Defini¢ny obor. Defini¢ny obor je vSetko, ¢o ma zmysel dosadit’ za X. Teda

D(y)=%-{0}.

Obor hodnét. N4jdeme ho tak, Ze ndjdeme defini€ny obor inverznej funkcie.

¥'2 preto H(y) =R (z predpisu vidno, Ze toto nie je

Inverzna funkcia je x ==*+/e”’ ==e
funkcia, pretoZe pre jedno X st definované dve hodnoty Yy, ale definiény obor méZeme
urcit).

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto
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Nulové body. Najdeme ich tak, ze funkciu polozime rovni nule. Teda

ln(x2 )= 0,teda x> =e° =1, preto nulové body s x ==+1.

Stacionarne body. Prva derivaciu polozime rovnu nule:

U | 2 D . .
Y'= (ln(x2 )) = —z(x2 )= Z =0. Tato funkcia nie je rovna nule nikde, preto staciondrne
x x

body funkcia nema (jediny podozrivy bod je x=0, ale o tom uz vieme, Ze je to bod

nespojitosti).

Intervaly monoténnosti. Bod nespojitosti rozdelil zdujmovi oblast na dva

intervaly: (~o0;0) a (0;0). Intervaly rastu aklesania zistime tak, Ze dosadime
akékol'vek ¢islo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva derivacia kladna
alebo zaporna. Zvolime, napriklad, hodnoty {— 1;1}. Dosadime a mdme »'(-1)=-2<0
a y'(1)=2>0. Preto na intervale (—o0;0) je funkcia klesajica a na intervale (0;0) je

rastuca.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypocitame druhtt  derivaciu:

y":(ln(xz)) :Léj :—%. Kedze je v menovateli druhd mocnina, ktora je vzdy

nezaporna, cela funkcia je vZzdy zapornd. Druhd derivacia ale nie je definovana pre bod

x =0, preto je funkcia rydzo konkavna na intervale (—o0;0) aj na intervale (0;0).

Lokélne a globalne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivécia nie je nulova nikde. Preto funkcia nema extrémy (jediny podozrivy bod je
x=0, ale 0 tom uz vieme, Ze je to bod nespojitosti).

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkdvnosti vyplyva, ze funkcia sa

nikde nemeni z konvexnej na konkévnu alebo naopak, preto funkcia nema inflexny bod.

Asymptoty. Asymptotu bez smernice zistime pomocou jednostrannych limit v

bode nespojitosti: XILr(r)l(In(xz)):—oo a lim (In(xz)):—oo. Limity su nevlastné, preto

x—>0"
funkcia ma asymptotu bez smernice, ktorej rovnica je x=0. Smernicu a kvocient

asymptoty so smernicou (rovnica y=kx+g¢g) zistime pomocou limit:

f(x) In(x*)

. . . 2
k,,=lm—==Ilim| ——= |=lim (—2 =0,
’ X—>to ¥ X—>+o0 X X—>oo |\ X
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O, = XILTOO( f(x)— kmx) = xIiﬁm (In (x2 )) =oo0. Limita je nevlastna, preto funkcia nema

+o0

asymptotu so smernicou.

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnit’ graf:

»

Obr. 57. Graf funkcie y =In(x?).

X

Priklad 61. Vysetri priebeh funkcie y = ¢

7
X

Riesenie (Obr. 58). Postupujeme podl'a schémy.

Defini¢ny obor. Defini¢ny obor je vSetko, ¢o ma zmysel dosadit’ za x. Teda

D(y)=%-{0}.

Obor hodnét. Ani Citatel’, ani menovatel nemdze byt zaporny a funkcia ako
celok je kladna, preto obor hodndt su len kladné ¢isla, ale nevieme, ¢i je funkcia zhora

ohrani¢ena. Preto obor hodnot dorieSim nakoniec.

Body nespojitosti. Bod nespojitosti je tam, kde funkcia nie je definovana. Preto

Nulové body. Nulové body funkcia nemad, pretoze ani Citatel, ani menovatel

nemoze byt zaporny a funkcia ako celok je kladna.

Stacionarne body. Prva Derivéciu polozime rovnu nule:
'=(exx’2)=exx_2 —2e'x? =e'[ L= 2 |20, Prvy &len nulovy nemoe byt, preto
y xz x3 * y y > p

2

o . 12 . .
sa staCi zaoberat’ zatvorkou. —-= —-, preto stacionarny bod je x=2.
X X
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Intervaly monotdnnosti. Bod nespojitosti a stacionarny bod rozdelili zdujmova

oblast’ na tri intervaly: (—o0;0), (0;2) a (2;00). Intervaly rastu a klesania zistime tak, ze

dosadime akékol'vek ¢islo z jednotlivych intervalov a zistime, ¢i je v nich prva derivacia

kladnd alebo zéporna. Zvolime, napriklad, hodnoty {— 1;1;3}. Dosadime a mame
Y'(=1)=3e" =1.103638 >0, »'(1)=—-e=-2.71828<0 a 3'(3)=0.743909 >0. Preto
na intervale (—o0;0) je funkcia rastica, na intervale (0;2) je klesajuca a na intervale

(2; oo) je rastuca.

Intervaly  konvexnosti a konkavnosti.  Vypocitame druhu  derivaciu:

n_ o1 2 (6 4 1 . , N
Y'= —— || =e —4——3+x—2 =0. Prvy ¢len nulovy nemoze byt, preto sa
X x

sta¢i zaoberat’ zatvorkou. x° —4x + 6 =0 nema rieSenie v obore realnych &isel. Funkcia
f=x—4x+6 je kladna pre vietky redlne &isla, preto funkcia je rydzo konvexna na

intervale (—o0;0) a na intervale (0;0).

Lokalne a globdlne extrémy. Z vySetrenia stacionarnych bodov vyplyva, ze prva

derivacia je nulovd pre x=2. Z vySetrenia konvexnosti a konkdvnosti uZ mame aj

druhu derivaciu, ktora je vSade kladna, preto v bode x =2 je ostré lokalne minimum.

Inflexné body. Z vySetrenia konvexnosti a konkdvnosti vyplyva, Ze druha

derivécia je vSade kladna, preto inflexny bod funkcia nema.

Asymptoty. Asymptotu bez smernice zistime pomocou jednostrannych limit v

)(2 x—0" 2

Lo e . [ e - .
bode nespojitosti: lim (—J =o0 a lim [ j =o0. Limity st nevlastné, preto funkcia ma
x—0" X

asymptotu bez smernice, ktorej rovnica je x=0. Smernicu a kvocient asymptoty so

smernicou (rovnica yv=kx+q) zistime pomocou limit:

k., = lim T _ jim (e—s}o, Gy, = lim (F(X)—k.x)= lim [e—J —0. Rovnica tejto

xoto X x>t | X X—>00 x| ¥2
asymptoty je y=0.

Obor hodnét. Zistili sme, ze funkcia je kladna, asymptoticky sa blizi k nule, ale

d’al$iu asymptotu so smernicou nema. Preto rastic neobmedzene. Teda H(y)=R".

Zaver. Na zéklade predoslych vysledkov je mozné nacrtnut’ graf:
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X

Obr. 58. Graf funkcie y = e—z.
x



Lekcia 10 — Neurcity integral
Lekcia 10 — Neurcity integral

Nové pojmy

a. Neurcity integral, tabul’kové integraly, integral suctu a rozdielu funkcii
b. Metdda per partes

C. Substitu¢na metoda

Tabul’kové integraly

Uvod. Predogla kapitola sa zaoberala derivaciami. Tato ¢ast’ matematiky sa vola
diferencialny pocet. K derivacidm existuje opacnd operacia, ktora sa nazyva integral.
Tato ¢ast’ matematiky sa volé integralny pocet. Derivacie a integraly patria nerozlu¢ne
k sebe. Spolo¢ne tvoria infinitezimalny pocet, pretoze sa zaoberaju funkciami z pohl'adu
nekonecne malych Casti. Derivacia funkciu deli na infiniteziméalne (nekonecne malé)

Casti a integral tieto Casti spdja a robi z nich sucty.
Neurcity integral. Nech funkcia f(x) je derivaciou funkcie F(x) na intervale

(a; b). Funkcia F(x) sa vola neurCity integral a oznacuje sa F'(x) = j f(x)dx .

Poznamka. V niektorych u€ebniciach sa neurcitému integralu hovori primitivna
funkcia. Niektoré knihy tieto dva pojmy nerozliSuji, v niektorych sa uvadza maly

rozdiel, ktory pre beznych prirodovedcov nie je podstatny.

Poznamka. Ked sa pocitala derivacia nejakej funkcie, vysledkom bola tiez
nejaka funkcia. Bola jedna. Ale naopak, ked’ sa bude pocitat’ neurcity integral, teda sa
bude hl'adat’ primitivna funkcia, zisti sa, Ze k jednej funkcii existuje nekonecne vela
primitivnych funkcii, ktoré sa liSia o konStantu. Je to preto, pretoZe derivacia konstanty

ne nula. Preto je jedno, ¢i zderivujeme funkciu F(x) alebo funkciu F(x)+c. Ak c je
konstanta, vysledok f(x) je rovnaky. Preto ked’ zintegrujeme funkciu f(x), objavi sa

spolu s funkciou F(x) aj konStanta C.

Tabulkové integraly (Tab. 2). Tak, ako sa pocitali derivacie za pomoci
derivécii tabul’kovych elementarnych funkecii, tak sa pocitaja aj integraly. Rozne knihy

povazuju tabulkové integraly za rozne, obvykle ich byva asi desat. VSetky ostatné
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funkcie sa potom z tychto odvadzajt, ak je to mozné. My, aby sme nemuseli tol’ko

odvadzat’, budeme za tabul’kové integraly povazovat’ nasledovné:

S(x) F(x) M
0 c R
xa a+1 a_—'t_l
— +c
a+1
X x SR
a a—+c, a>0,
Ina
a#l
e’ e’ +c R
1 Inlx|+c R {0}
X
sin x —cosx+c ‘R
CcoS X sinx+c R
1 —cotgx x#zkr, keZ
sin? x
1 t +
. mrTe x#(2k+1)7,
cos” x 2
keZ
1 arcsin x + ¢ = \x‘<1
J=x? =—arccos x + ¢
1 arcsinh x + ¢ = R
1+ x? zln(x+\/l+x2)+c
1 1n(x+ Jx? —l)+c ‘x‘ >1
Ax?t =1
1 arctan x + ¢ = R
1+ x? = —arccotg x + ¢
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1 arctgh x + ¢ = ‘x‘<1
1—x* 1. 1+x
=—In—+c¢
1—x
1 arccotgh x + ¢ = ‘x‘>1
1_ 2
o =lh17x+1 +c
2 |x-1
sinh x coshx+c¢ R
cosh x sinh x + ¢ ‘R
1 —cotgh x R {0}
sinh? x
1 tanh x R
cosh? x

Tab. 2. Integraly elementarnych funkcii.

Poznamka a ¢asté chyby. Takmer kazdy ma problém s tym, Ze ked derivacia
sinusu je kosinus a derivécia kosinusu je minus sinus, ze by to tak malo byt aj pri
integrovani. Ale pozor, znamienka sa tu otocili. Ked uz tento fakt Clovek prijme
a osvoji si ho, zacne si asto mysliet’, Ze aj pri integrovani hyperbolickych funkcii by sa
nejaké minusy mali objavit. Ale pozor, tu sa Ziadne nemenia. Niekedy sa stava, Ze pri

integrovani funkcie x“ sa integruje aj vtedy, ak je o =—1. Toto by sa stalo, keby sme
0
pouzili vzorec nasilu: J.xfldx = % a toto je ¢o? Chyba je v tom, ze vzorec plati len pre

a+-1.

Poznamka. Derivacia elementarnej funkcie je znova elementarna funkcia. Je to
jednoduchy désledok, ale dokazuje sa tazko. NaneStastie pri integraloch to tak nie je.

Niektoré elementarne funkcie po zintegrovani uz nie st elementarne.

Veta. Ak .[f(x)dx=F(x)+c, tak jf(aerb)dx:lF(aerb)Jrc pre
a
VYa,b:a#0.

Poznamka. Na Co je tato veta dobra? Spomenieme si, ze derivacia zloZenej
funkcie je derivacia vonkajSej funkcie krat derivacia vnltornej funkcie. Natiska sa

myslienka, ze by sa takto aj integrovalo. Pozor! V tom vesmire, v ktorom zijeme, to

117



Ucebné texty z matematiky pre 1. ro¢nik geologie

neplati. Taktto vetu, prispdsobentl na integrovanie, eSte nikto nevymyslel. Dokonca sa
dokdzalo, ze taka veta neexistuje. Preto zlozené funkcie integrujeme podl'a mnohych
pravidiel a mnohych metdd a trikov, z ktorych niektoré postupne preberieme. Predosla
veta slizi na to, aby sme pre zacCiatok vedeli pomocou tabulkovych elementarnych
integralov vypocitat’ aj integraly elementarnych funkcii, ktoré nie su v zakladnom tvare,
ale su posunuté pozdiz osi x ay. Parameter a (zodpovedny za ,roztiahnutie alebo
,stiahnutie” grafu v smere osi y) sa prejavi pred primitivnou funkciou v menovateli.
Parameter b (zodpovedny za posun grafu v smere 0si X) ostane v argumente a inde sa uz

neprejavi.
Priklad. j sin(2x +3)dx = — ;cos(Zx +3)+c.

[ ——————dx = ZIn5x — 200000] + .
5x—200000 5

Poznamka a ¢asté chyby. Takmer vSetci na zaciatku zabudaji na integracnu
konstantu. Proste ju nenapisu, pretoze za vysledok povazuju samotnu funkciu. Neda sa

povedat, ze by bol vysledok nespravny. Je len netplny. Je to podobny problém, ako
ked ~/4 =2. Je to pravda, ale zabudli sme, Ze aj /4 =—2 je pravda, preto korektny
vypodet je /4 =+2. Vyznam integratnej konstanty je obrovsky, aj ked’ to tak nevyzera.
V praxi je to velmi Casto tak, ze primitivna funkcia charakterizuje priebeh deja

a integrana konStanta charakterizuje pociato¢né, pripadne okrajové podmienky deja.

Takze na fiu nezabidajme a za kazda primitivnu funkciu je pekne napiSme.
Neur¢ity integral saétu (rozdielu). Nech na intervale (a;b) st definované

funkcie f(x) a g(x).Potom j(f(x) +g(x))dx:.[f(x)dx+jg(x)dx.

Poznamka. Veta je navlas rovnakd, aka je pri derivaciach. Hovori o tom, Ze
integral stctu (rozdielu) je sucet (rozdiel) integralov. NaneStastie takd veta, akda platila
pre derivaciu suacinu apodielu, pre integraly neplati. Nanajvys plati

Iaf (x)dx = aj f(x)dx, kde a je konstanta.

:(X)dx =In|f (x)[+c

(x)

Veta. j
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Priklad.

IZ 52X 3dX —keby v citateli bolo namiesto 5x len 4x, tak by to bol vyraz
X"+

Vv tvare predchadzajucej vety. KedZe to tak ale nie je, tak si ti potrebnu Stvorku
X 4x
5 q 5} I

2 X=- 2
2X°+3 49 2x°+3

,,vyrobime*: j dx = % In ‘ZX2 + 3‘ +C

Integrovanie metodou per partes

Veta. [ f'(0)g(x)dr = f(@)g(x) - [ f()g (x)d.

Poznamka. Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat’, Ze mame vzorec na integrovanie
suc¢inu funkcii. Je to ale zlozitejSie, pretoze aj na pravej strane sa vyskytuje

integrovanie. Vzorec sa pouziva vel'mi Casto, ale aj tak iba vtedy, ak je jednoduchsi
j f(x)g'(x)dx ako j f'(x)g(x)dx . Integrovanie sa vlastne presunulo z jedného stéinu
funkcii na iny sucin funkcii.

Poznamka. Je dobré si uvedomit, ze ak chceme pouzit’ metdodu per partes na

stéin funkcii, jednu z nich musime vediet’ integrovat’ a jednu z nich derivovat'.

Poznamka. Veta o integrovani metdédou per partes je odvodend z vety

0 derivovani suc¢inu funkecii.

Priklad. Zintegruj funkciu y=xInx.

RieSenie. Funkcia nie je elementarna, ale je to sucin elementarnych funkcii.
Postupovat preto skiisime metodou per partes. Jedna funkcia je X a druha je In x. Jednu
treba integrovat’, jednu derivovat' a dosadit’ do vzorca. Funkciu Inx podla tabuliek
integrovat’ nevieme, preto tito zderivujeme a funkciu X zintegrujeme. Ked’ze v praxi pri

pocitani prikladov metéodou per partes sa zvykni prechodne funkcie f(x) a g(x)

oznacovat’ f(x)=u a g(x)=v, pouzijem tento zapis:
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Poznamka. Integrovanie metodou per partes je potrebné nacvicit. Len malokto
je schopny na zadklade prednasky pochopit’ princip a vediet' integrovat’ bez toho, aby
prepo¢ital niekolko prikladov. Casto sa stiva, Ze ¢lovek nespravne zvoli funkcie
uavavznikne integral, ktory ani tak nevie riesit. Vtedy je dobré skusit’ funkcie

u av vymenit. Ak ani toto nepomdze, obvykle treba skusit’ inti metodu.

Integrovanie substitu¢nou metédou

Veta. Nech F(x) je neurdity integral funkcie f(x) na intervale (a;b). Nech

funkcia ¢(¢) ma na intervale (a; ﬂ) derivaciu ¢'(t) . Nech ¢(¢) e(a; b) pre Vit e(a; ﬂ).
Potom F(x) +c = [ f(x)dx = f(p())p' (t)dt.

Poznamka. Této veta sa pri integrovani pouziva asi najviac, preto je potrebné,
aby si ju kazdy osvojil. Funguje nasledovne: Vidim integral, ktory neviem vypocitat’.
Skusim teda z funkcie vybrat’ takd Cast’, ktora viem zderivovat’ (to je ta I'ahsia Cast).
Treba vSak vybrat' tak, aby sa integral zjednodusil (to je ta tazSia Cast). V praxi sa
postupuje tak, Zze zvolime substitiiciu, vypocitame, na aka funkciu prejde f(x), na aka

prejde dx a dosadime.

Poznamka. Veta o0 integrovani substitu¢nou metddou je odvodend z vety

0 derivovani zloZenej funkcie.

Priklad. Zintegruj funkciu f(x)=tanx.

RieSenie. Nie je to tabul'kovy integral, preto pouzijem substitu¢ni metédu. Vo
funkcii tanx treba najst takd funkciu, ktord vieme zderivovat. Vieme, ze
_sinx

tanx = . Zderivovat' vieme aj Citatel'a, aj menovatela. Zvolime menovatela.
COS X

Substitucia je teda cos x =¢. ESte treba vypocitat, na ¢o sa zmeni dx. Zderivujeme obe

o . . dt ,
strany substiticie a mame (cosx)=—sinxdx=dt. Ztoho dx=-——. Dosadime
sin x

substiticiu aj derivaciu do zadania a vznikne

i i —dt dt
.[tanxdx :j SIUY :jm( : j: —| —=-Inff{+c. Do vysledku treba este
COS x t sin x t

dosadit’ naspat’ substittciu, aby bol vysledok v tej premennej, v ktorej bolo zadanie:

—ln\t\ +c:—1n‘cosx‘ +c.
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Poznamka. V tomto priklade sme mali St’astie, pretoze sa vhodnou substituciou

vykratili funkcie sin x.

Poznamka. Niekedy sa stane, Ze zvolime substituciu a integral prejde na
integral, ktory znova neviem rieSit. Vtedy moézem pouzit eSte jednu substiticiu
a takychto substiticii mbze byt mnoho. Casto sa ale stava, Ze to nevedie nikam. Preto
treba hned’ na zaCiatku odhadnat’, aku substitaciu pouzit’. Tento odhad sa ziska obvykle
cvikom. Preto integrovat’ substitu¢nou metédou odporu¢am takto: Pozriem na funkciu
arozdelim si ju na Casti. Prezriem si tieto ¢asti a hI'adam, ¢i ndhodou nie je jedna Cast’
derivéaciou druhej. Ak mam také st’astie, okamzite tuto ¢ast’ polozim rovnu substitucii,
pretoze dx mi zlikviduje prave ta Cast, ktord je derivaciou a integrdl sa znacne

zjednodusi.

Priklad. Zintegruj funkciu f(x)= E
X

RieSenie. Nie je to tabul'kovy integral, preto pouzijem substituéni metdodu. Vo

funkcii vidim funkciu Inx afunkciu l Nahodou (In x)'=l, preto nevaham
x x

a okamzite zavadzam substiticiu Inx=¢. Zderivujem obe strany substitiicie a mam

l dx=dt. Z toho dx = xdt . Dosadim do zadania a mam
X
2 2
jydx=jixdt=jtdt:t—+c= In” x +cC.
X X 2 2
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Priklady

Priklad 62. Vypocitajte neurcité integraly nasledovnych funkcii.

. 2 j 1000
" sin’(3x+4) ©55x -1
b. (2x—1)" K. 11
J(5x=11)* =1
3 0,1
" sinh?(1010x — 20) . 2sin(—2x—60)
d. 5a*° n 0,0001
10 coshz(:—6j
. —
J1=(2x-2)
, 44
L, N?
f. 2cos(3x—3) 1_(x+33j
2
g. 5COSh(x—2}
2 o 10
o 2(0~ Q)
A cos’(9x —8)
100100
: 1 :
. . P 1+(0,1x —0,1)*
1+ (60x —90)
g. 18sinh(5x—2)
RieSenie.
2 2
a. Jlsinz(3x+4)dx=—3cotg(3x+4)+c
w1 (2x-1)""
b. [(@x—1)dx=_-"*"""1
Jrmtyae= 2 e
0,1 -1
: dx = —— cotgh (1010x — 20
-[sinhz(lolox—zo) X 1010COg (1010x-20)+c
X-5
d. ISaX‘de=5a +C
Ina
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dx =5arcsin(2x —2)+c

o

f. j2cos(3x—3)dx zgsin(3x—3)+c

9. [5cosh| - —2 [dr=10sinh > -2 |+¢
2 2

h. Ie3x_30dx = 163)‘_30 +c
3

1

I JL+(60x 90’

1 2
dx = E|n((60x ~90)+ 1+ (60x — 90) )+c

000 g 1000, g
95x -1 55

o

l. stin (—2x—60)dx = cos(—2x —60)+c

= 1—11In((5x ~11)+4/(5x -12)° —1)+c

m. jwdx :0,0005tanh(§—6j+c

cosh? [X - 6}
5

X
—+34
n. Idex=88ln 2 +cC
1-] —+33
2 2

10 10
. | ————dx=—tan(9x -8)+
0 Icosz (9x —8) 9 an(9x—8)+c

100100
I1+(0,1x -0,)

~dx =10.100" arctan (0,1x —0,1) +¢

q. IlSsinh(Sx —2)dx = %cosh (5x—2)+c
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Poznamka. Vsetko su to elementarne funkcie, len su preskalované v smere osi X
a 'y asu posunuté pozdiZ osi X. S pomocou tabulkovych integralov by takéto priklady

kazdy mal riesit’ metodou ,,okamzitého napisania vysledku®.

Priklad 63. Per partes. Vypocitajte neurcité integraly nasledovnych funkcii.

a. Inx
In x
b- XT
C. xsinx
RieSenie.
u'=1 v=Inx
a. Ilnxdxzj.l.lnxdx: _ 1 :xlnx—Idxleﬂx—x+c=x(lﬂx—1)+c
u=x VvV'=—
x
u'= L v =Inx
== V= ~ ~
b. Im—;(dx: X = Inx+ d_>2<: InX—l+c:—l(lnx+1)+c
X -1 1 X X X X X
u=— Vv'==
X X

) u'=sinx v=x )
C. J.xsmxdxz =—xcosx+_[cosxz—xcosx+smx+c

u'=—cosx v=1

Priklad 64. Substitucia. Vypocitajte neurcité integraly nasledovnych funkcii.

a. cosx.sinx arcsin ® x
e. ——
. N
b arcsin hx AT
' 2
4+ x f. sinh’ x.cosh x
11 .
C. COS XxX.Smx arctanlll X
g —
1+ x?
tanx
d
cos” x

h. sin® x.cos® x
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RieSenie.
_ sinx = in? x
Icosx.sm xdX = _[tdt LU +C
cos xdx = dt 2
b arcsinhx =t 2 -,
arcsinh x arcsin® x
J‘gdx: dx dt:Itdt:E+C:—+C

RS — 2
1+x o

. CosX =t 12 12
Icosllx.3|nx dx=| . z—ftlldt:—t— __costx
—sin xdx = dt 2 12
8N X tanx =t 2 i
dx = = [tdt=—+c=
J-coszx d>2< —dt J. 2 >
cos’ X
arcsinx =t . .
arcsin® X4 arcsin’ x
J. dx=| dx :Itadt=—+0=—+c
N = =dt 7 7
1-X
. sinh x =¢ e h?
Ismhsx.coshxdx: =J't3dt:7+czsm x
cosh xdx = dt 4 4
111 aI’Ctan X = t 112 12
—arCtan X 111 t arctan— x
1+x 7 =dt 112 112
1+x
sinx=t
sin® x.cos’ xdx = | sin’ x.(l — cos® x )cos xdx = ol 2 W= [ — o5 Wt =
I x xdx _[ X( x) o= I ( )d j( )d

5 6 X
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Lekcia 11 — Ur¢ity integral

Nové pojmy

a. Urcity integral, Newtonov — Leibnitzov vzorec, integral parnej a neparnej funkcie
b. Obsah plochy, dizka krivky, plast a objem rota¢éného telesa

c. Stredna hodnota uréitého integralu

Urdity integral
Ur¢ity integral. Urcity integral je rozdiel hodndt primitivnych funkcii s hornou

b
a dolnou hranicou. Oznacuje sa J. f(x)dx , kde a je dolna hranica a b je horna hranica.

b
Newtonov — Leibnitzov vzorec. _[f(x)dx =F(b)—F(a).

Poznamka. Tento vzorec je najdolezitejSia vec celej lekcie. Vyuziva sa na
vycCislenie integralu, na ziskanie nie primitivnej funkcie, ale na zistenie hodnoty.
Funguje tak, ze ak chcem vy¢islit urcity integral, staci zistit' neurcity integral
(primitivnu funkciu), dosadit’ do neho hornt a dolnud hranicu a od¢itat’ ich. Tento vzorec

je tak dolezity, ze by ho mal kazdy vediet’ aj o polnoci.

Poznamka. Ak sa pocita neurcity integral, vznikd nekone¢ne vel'a primitivnych
funkcii, ktoré sa od seba liSia konStantou. Ale ak sa pocita urCity integral, ziadna
konStanta nevznikd. Vlastne pri vyc€isleni hornej hranice vznikne jedna konStanta a pri
vyCisleni dolnej hranice druhd konStanta. Tieto konStanty su rovnaké, odcitaji sa

a ostane iba rozdiel primitivnych funkcii.
3 2P 2 2
Priklad. [xdx=|" | = SRy
1 2 2

/2
Priklad. J.cos xdx =[sin x]{* =sin(z/2)—sin0=1
0
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Veta. j. f(x)dx = —T f(x)dx.

Poznamka. Veta hovori, Ze je jedno, ¢i od¢itam hornti hranicu od dolnej alebo

naopak, len zmenim znamienko.
Veta. [ f(x)dx=0.

Poznamka. Veta hovori, ze ak integrujem od nejakej hodnoty po ti istd

hodnotu, hodnota je nula.

2 6 2 6 6
Priklad. ijdx{’;} 22 .
2

Veta. Ak a<b<c, tak j F(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx.

Poznamka. Veta hovori, Ze integrovanie v nejakych hraniciach sa dé rozdelit’ na
niekol’ko urcitych integralov. Ddlezité je, aby hranice na seba nadvidzovali. Veta sa
vyuziva hlavne vtedy, ked sa pocita viac urcitych integralov a ndhodou ak rozdelim

jeden na dva, Cast’ sa mi s nejakym inym ¢lenom vyrusi.

Priklad.
nl2 nl4 nl2
I sinxdx = I sin xdx + I sinxdx = —cos(n/4) +cos0—cos(n/2) +cos(n/4) =1.
0 0 nl4

Urc¢ity integral parnej funkcie (Obr. 59). Ak funkcia f(x) je parna, potom
[ £Cr)abe =2[ fx)ax.
—a 0

Poznamka. Na funkciu, ktord je symetrickd podla osi y, ktoru integrujeme na
symetrickom intervale, sa mézeme divat’ ako na dvojnasobok tej Casti, ktora je napravo

od nuly.

Urcity integral neparnej funkcie (Obr. 59). Ak funkcia f(x) je neparna,

potom j f(x)dx=0.
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Poznamka. Ked'Ze neparna funkcia je symetricka podl'a stredu a chceme ju
integrovat’ na symetrickom intervale, integral pre zaporné hodnoty je rovnaky, ako
integral pre kladné hodnoty, ale s opacnym znamienkom, preto sa zrusia.

£x) y y

fix)

Obr. 59. Vravo: Integrovanie parnej funkcie na symetrickom intervale pomocou
dvojnasobku jednej ¢asti. Vpravo: Integrovanie parnej funkcie na symetrickom intervale je nulové.

b b b
Urity integral saétu (rozdielu). [ (f(x)+ g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx.

Poznamka. Hovori o tom, ze urcity integral suctu (rozdielu) je sucet (rozdiel)

ur€itych integralov. Nanest'astie taka veta, aka platila pre derivaciu sucinu a podielu, pre

b b
integraly neplati. Nanajvys plati J.cf (x)dx=c J. f(x)dx, kde c je konstanta.

a

Integrovanie metodou per partes

Veta. [/ (0g@dx=[/(0)gW)] - [f@)g (.

Poznamka. Veta vyzera rovnako ako pri neurCitych integrdloch. Rozdiel je

V tom, Ze sa primitivne funkcie vy€isl'uju v zadanych hraniciach.
Integrovanie substitu¢nou metédou

Veta. Nech F(x) je neurCity integral funkcie f(x) na intervale (a;b). Nech

funkcia ¢(¢) ma na intervale (a; ,B) derivaciu ¢'(¢). Nech ¢(7) e(a;b) pre Vt e(a; ,B)
b B
anech p(a)=a, o(B)=>b.Potom j F(x)dx = j Flo®)p' (0)dt .

Poznamka. Veta vyzera rovnako ako pri neurCitych integraloch. Rozdiel je

V tom, ze sa primitivne funkcie vy¢isl'uju v zadanych hraniciach.
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Vyuzitie urcitého integralu

Uvod. Ur¢ity integral ma pre prax velky vyznam. PouZiva sa na vypocet dizky
krivky, obsahu plochy, objemu telesa, taziska, momentu hybnosti, momentu

zotrvacnosti a mnoho d’alSich. Nasleduje niekol’ko najdolezitejSich vzorcov.

Obsah plochy (Obr. 60). Nech y = f(x)>0 na intervale (a;b). Obsah plochy

ohrani¢enej funkciou f(x) apriamkami y=0, x=a a x=>b je S= .

j f(x)dx

Poznamka. y= f(x)>0, teda funkcia je cela nad osou X, nanajvys sa jej
dotyka, ale neprechadza cez nu. Vzorec je rovnako platny, aj ak y= f(x)<0, teda

funkcia je celd pod osou X, nanajvys sa jej dotyka, ale neprechadza cez fiu. Vysledok aj

tak berieme v absolutnej hodnote.

Poznamka a Casté chyby. Niekedy treba vypocitat plochu medzi osou X
a funkciou, ktord prechadza cez os x. TieZ vel'mi Casto sa stdva, ze pri vypocte obsahu
plochy je potrebné pocitat’ integral neparnej funkcie na symetrickom intervale.
Samozrejme, vychddza nula. Ale to neznamend, ze plocha je nulova. Na 90% je chyba
V tom, Ze funkcia prechadza nulou a zabudlo sa na to, Ze vo vzorci je absolutna hodnota.
Bez tejto absolutnej hodnoty sa deje to, Ze plocha nad osou X vychadza s kladnym
znamienkom a pod osou x vychadza so znamienkom zapornym, preto sa tieto plochy
odcitaju. Niekedy vyjde plocha menSia ako v skutocnosti, ale niekedy aj nulova (ak sa
velkost plochy nad apod 0sou X rovnaju). Spravny postup je preto tento: Zadanu
funkciu najskor preskimam, ¢i neprechadza cez os X. Zistim to tak, Ze vypocitam
nulové body. Potom uZz stadi integrovat funkciu po menSich intervaloch, ktorych
hranice st nulové body. Kazdy s tychto ¢iastkovych integralov vezmem v absolltnej
hodnote (s kladnym znamienkom) a tieto ¢iastkové plochy s¢itam. V asi 90% pripadov,
kedy vychadza nulova plocha, sa stane to, ze funkcia je neparna, ale nie je integrovana
na symetrickom intervale. Stalo sa asi to, ze sa zaviedla taka substiticia, ktord zmenila
hranice integrovania tak, Ze sa teraz integruje nepara funkcia na symetrickom intervale.

Preto treba dat’ pozor na to, ako sa menia hranice integrovania. Spravny postup je preto

tento: Integrujem funkciu na intervale (—a;0), vezmem v absolutnej hodnote, potom

integrujem na intervale (0;a), vezmem znova v absolutnej hodnote a &iastkové plochy

séitam.
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DiZka rovinnej krivky (Obr. 60). Dizka rovinnej krivky funkcie y= f(x) je

b
lzj\1+y'2dx.

Ty

y
f(x) I
|
|
b

Obr. 60. VPavo: Obsah plochy S. Vpravo: DiZka rovinnej krivky .

Plast’ rota¢ného telesa (Obr. 61). P1ast’ rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou

b
grafu funkcie y = f(x) okolo osi x, je Q=27rﬂy‘\l+y'2dx.

Objem rota¢ného telesa (Obr. 61). Objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne

b
rotaciou grafu funkcie y = f(x) okolo osi X, je V, = ﬁJ.yzdx.

Poznamka. Objem rotacného telesa, ktoré vznikne roticiou grafu funkcie

b
y=f(x) okoloosiy, je V, :ﬂszdy.

Obr. 61. VPavo: Plast’ rotaéného telesa Q. V strede: Objem rotaéného telesa, ktoré vznikne
rotaciou grafu funkcie okolo osi X. Vpravo: Objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu
funkcie okolo osi y.

Veta o strednej hodnote urcitého integralu

Veta o strednej hodnote. Ako bolo uvedené vyssie, geometricky vyznam
ur¢itého integralu funkcie f(x) na intervale <a; b> je obsah plochy, ohranicenej zvrchu

funkciou f(x)a zospodu priamkou y = 0. Tuto plochu vSak vieme priblizne popisat’
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(aproximovat’) plochou obdiZnika, ktory ma jednu stranu rovnt velkosti intervalu <a;
b> a druht rovni funkénej hodnote f(c) v ur¢itom bode ¢ (jeho polohu nemusime
poznat’ uplne presne, ale urcite lezi niekde v intervale <a;b>) [J tak ako to mdzeme

vidiet’ na obr. 62. Tuto hodnotu f(c) nazyvame strednou hodnotou urcitého integralu.

f(x) f(x)

U

fc)

a X a cC b X

Obr. 62. Aproximacia obsahu plochy, definovanej urditym integralom funkcie f(x),
pomocou vety o strednej hodnote urcitého integralu. Plocha vymedzena zvrchu priebehom funkcie
f(x) azospodu horizontilnou osou x (Pava ast’ obrizku) je aproximovana plochou obdiZnika
s podstavou rovnou velkosti intervalu <a; b> a vy§kou f(c) (Pava ¢ast’ obrazku). Ako je vidiet’,
aproximacia je zaloZena na skuto&nosti, Ze chybajiica ¢ast’ aproximovanej plochy nad obdiZnikom
je ,vykompenzovana“ pre¢nievajiicou ¢ast’ou obdiZnika nad krivku f(x).
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Priklady

Priklad 65. Vypocitajte obsah plochy pod grafom funkcie f(x) na zadanom

intervale (a;b).

a. sinx, (0;7/4) d. x*, (0;15)
b. x+sinx, (2:4) e. sinx.cos’ x, (0, 7)
C. sinx+cosx, <0;7r> f. Inx, <2;6>

Riesenie. Vsetky vysledky su v Stvorcovych jednotkach.

a. Funkcia y=sinx je na intervale <O;72'/4> kladna, preto staci jeden integral.

= ‘[— Ccos x]’g“‘\ = \— COS(7Z'/4)+ cOS O\ =1- }E

/4
J.sinxdx
0

S =

b. Funkcia y=x+sinx je na intervale (2;4) kladna, preto sta¢i jeden integral.

— —COS X
2 2

c. Funkcia y =sinx+cosx ma nulové body pre x=7(k +3/4). Na intervale (0, 7)

S =

=\8—cos4—2+cos2‘=6—cos4+cos2

j(x + sin x )dx

prechadza funkcia jednym takym bodom x=37/4. Integrujeme na dvakrat.

/2
I (sinx +cosx)dx
0

T
S= + I(sinx+cosx)dx :‘[—cosx+sinx]g’2‘+‘[—cosx+sinx]:/2 =

nl2

:\—cos(n/2)+sin(n/2)+cosO—sin0\+\—005n+sinn+cos(n/2)—sin(n/2)\ =2

d. Funkcia y=x*  neprechddza osou X, preto staéi jeden integral.

B
5 0

B 15

=1.51875.
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e. Funkcia y=sinx.cos’x mai nulové body pre x=kz/2. Na intervale (0;7)

prechddza funkcia jednym takym bodom x=7x/2. Integrujeme na dvakrat.

712 x cosx =t cos0=1
S= Isinx.cos3xdx+ J.sinx.cos3xdx:—sinxdx:dt cos(7/2)=0 =
’ w2 cosz=—1

0 -1 o4 0 4 -1
=—jt3dt+—jt3dt: LA O N RN
! ) 4] T2, 4742

f. Funkcia y=Inx nema nulové body na intervale <2;6>, preto staci jeden integral.

6 6
S= jlnxdx = [1} L e
) x), 16 2| 6 3
Priklad 66. Vypotitajte dizku krivky f(x) nazadanom intervale (a;5b).
a. coshx, (1;,20) b. x*,(-1010)

Riesenie. Vietky vysledky su v dizkovych jednotkach.

20 20 20 20 20
| = j 1+ (coshx)?dx = _M1+(sinh x)zdx = ‘H(cosh x)zdx = I|cosh X|dx = Icosh xdx =
1 1 1 1 1

= [sinh x]l20 =sinh 20 —sinh1

Poznamka. Absolutna hodnota nebola potrebna, pretoze funkcia sinhx je na

intervale (1;20) kladna a plati: cosh® x —sinh? x =1

10 10 a2 _1—t2 B t* +1
[= I\/1+ix2 )2 dx = J‘\/1+4x2dx=\1+4x =2+ o 4¢ == 4¢3 w
b -10 -10 Dh=-+/401+20 Hh=-/401-20
/40120 2 2 JA01-20 4 2 2 +/401+20
- (21 : +tJt a=— ] Z‘Jrzl;ﬂdtzl{t+2lnt—l2} = 202.09
Af401+20 4t 4t Af401+20 8¢ 812 \J401-20

Poznamka. Tento priklad povazujem za taz§i, pretoZe sa pouzila neobvykla
substitucia a nevychadzali ,,pekné* ¢isla. Bohuzial' v praxi su castejSie prave takého

priklady.
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Priklad 67. Vypocitajte plochu plasta rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou

grafu funkcie y = f(x) okolo osi X.

a. x, (1,20) b. e, (0;1)

RieSenie. Vsetky vysledky st v stvorcovych jednotkéch.
20 20 \/_ J_ 20 \/_ X2 20 \/_
a. Q=2m||x|.\1+(x)?dx = 2n | xA/2dx = 2427 | x.dX = 2/2| = | =3997+/2
[t =2e] ! %l
Poznamka. Absolatna hodnota nebola potrebna, pretoze funkcia X je na

intervale (1,20) kladna.

i =t e'=1

1
X X\ X X 2
sznle 1f1+(e )de=2n_(|:e «/1+(e ) dx = gt el
. T _1-a’ _at+l
:an Wrtzdt:x}lﬂ =t+a t= 2 dt = % da:
1

b. Dh=v2-1 Hh=+e?+1-e

Wl g g?\(a? 41 Fie gt 4 2a? 41
a+ da=-2n J' —

=27 >
2a 2a

da =

3
b b da

2

a’® g e
= —27{— +Ina- —:| = 22.9430223411
4 B

Poznamka. Tento priklad povazujem za taZzsi, pretoze sa pouzili az dve
substiticie a nevychadzali ,,pekné* Cisla. Bohuzial' v praxi s CastejSie prave takého

priklady.

Priklad 68. Vypocitajte objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu

funkcie y = f(x) okolo osi x.
a. sinx+cosx, (0:47) c. x*+2x%, (-510)

b. -Jtanx, <O; 75/4)
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RieSenie. Vsetky vysledky st v objemovych jednotkach.

Ly 4 4z 4z
V. =7z.|.(s,inx+(:osx)za’x=7zj(sin2 X + 2'sin x.cos x + cos’ x)dx=7rj-(2sinx.cosx+1)dx=
a. 0 0 0

. 4
= 7r[s1n2 X+ x]o =47’

7/4 w/4 AN cosx=t cos0=1
V.= x/tanx)zdx: Itanxdx: I =] ) =
b 0 7 y COS X —sinxdx=dr cos(z/4)=+2/2
' V272
T ] e e 2
1 2 2
5 9 8 77?2
C. Ix +2x dx ﬂfx +4x" +4x )dx T —+—+4x :72'16256
) 9 2 7 1, 63

Poznamka. Aj ked by sa zdalo, Ze objemy sa budu pocitat’ tazsie, nie je to tak.
Vzorec na vypocet objemu telesa je totiz ovela jednoduch$i a pozostava iba
Z integrovania druhej mocniny. Naproti tomu vypocet povrchu plasta zahiia
integrovanie druhej odmocniny, ¢o je vo vacSine praktickych pripadov tazké, pripadne

nemozné.
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