druhda prednaska

- tvar Zeme: geoid, elipsoid, gul'a

- systémy vySok (savisiace s tvarom Zeme)

- normalne tiazove pole



tvar Zeme: geoid, elipsoid, gul'a
geoid — hladinova plocha (nie matematicky definovany)

kvazigeoid — blizky geoidu (matem. definovany)
elipsoid — trojosy geometricky utvar

rotacny elipsoid = sféroid (dve poloosi su rovnaké)
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geold

hladinova (ekvipotencialna) plocha, prechadzajuca
strednou hladinou oceanu (pokracujica aj v oblasti
kontinentov)

oznacenie geold prvy krat pouzil J. B. Listing [1873]

kvazigeoid
matematicka aproximacia priebehu geoidu
(pomocou radu sférickych funkcii — rieSenie Laplaceovej
diferencialnej rovnice v sferickych suradniciach)



rotacny elipsoid (pri zhodnosti dvoch poloosi)

a — hlavna poloos (semi-major axis)

¢ — vedl’ajSia poloos (semi-minor axis)

f — splostenie (flattening), f = (a — c)/a

e — excentricita (eccentricity), e = V(2f — f2)

[— elipticita (elipticity or reciprocal of flattening), /= 1/f



rotaCny (dvojosy) elipsoid

Semimajor axis Reciprocal of
Ellipsoid name (a2 In meters) Aattening (1//)
Adry 1830 6 377 563,396 299324 964 6
Helmert 1906 6 378 200 2983
International 1924 B 378 388 297
Australian National 6 378 160 298,25
GRS 1967 6 378 160 208.247 167 427
GRS 1980 6 378 137 208.257 222 101
WGS 1984 6 378 137 208.257 223 5363

rozne elipsoidy

u nas: donedavna Krasovského 1940 (KA40)
odnedavna WGS84 (World Geodetic System) alebo GRS80



y [m]
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tvar:

gul’a vs. rotaCny elipsoid

gula = cierna, elipsoid = modra

parametre systému GRS80 (WGS84):
a =6378137 m (hlavna poloos)
Cc =6356752.3 m (vedlajsiap.)

parametre gule:
R =6371001 m (polomer)

(pre gul'u s rovnakym objemom,
ako elipsoid WGS84)

rozdiely od -14.3do 7.1 km
(rozsah: 21.4 km)
(oproti 6371 km je to iba 0.34%)
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povrch Zeme (reliéf), geoid, elipsoid

Pl 1 = Orthometric height
Ellipsoid,, i me it = height above Ellipsoid
o Ine N = Geeodd-Ellipsoid separation

Eﬂﬂh ' At Earth’s surface, P

elipsoid topographic surface

geocid height

FiG. 1. Cartoon showing the ellipsoid, geoid, and topographic
surface (the landmass topography as well as the ocean

Em-'l.'aﬂf i Fp gebs = magnitide of gravity vectc  bathymetry).
» I (measured )
|I i p = magnitude of nonmal gravity Farih’s
: (not measured) T T aurface
P L
ME——-\ At Geold and Ellipsoid surface _/_/ i
! g = gravity on Geoid surface (not h
I{E{u‘r nck used in geophysics)
E\ﬁpﬁﬂiﬂ g g = normal pravity at Ellipsoid : e
/ L}J
h = elipsoidalna vyska (bodu nad elipsoidom) ] cltipsoid

(urcujt ju systémy GPS)

H = ortometricka vyska (nadmorska, fyzikalna, vrstevnice v mapach)
N = prevysenie geoidu nad elipsoidom (geoid undulations)



rozdiely medzi
vySkovymi systémami
(nadmorské vysky)

v ramci Eurépy

Reference tide gauges
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geoid (kvazigeoid)
celosvet. prevysenie geoidu nad elipsoidom — model EGM96
(global geoid undulations)

FIG. 3. The 15 x 15’ global geoid undulations produced by EGM96 (Lemoine et al., 1998). The undulations range from —107 m to
85 m. Black lines indicate coast lines.



model EGM96 (iny pohl'ad)




Geoid - Afrika a Azia Geoid - Severna Amerika

vizualizacia kvazigeoidu (10000 nasobné zvyraznenie)
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Quasigeoid Model EGG97

RS FRTE . ; Institut fiir Erdmessung
; Universitat Hannover

Schneiderberg 50
40 0 10 20 30 40 50 60 A0 D-20167 Hannover
Quasigeoid Undulations [m] Germany

geoid
(kvazigeoid)

prevysSenie geoidu - Europa
(kvazigeoidu) nad elipsoid.
— model EGG97



prevySenie kvazigeoidu nad elipsoidom (Slovensko) —
model GMSQ98BF

New Gravimetric Model of Slovak Quasigeoid - GMSQ98BF, contour interval 0.2 m

49.50+

49.00+

Latitude (deg)

48.50+

48.00+

I I I I I I I I I I I I
16.50 17.00 17.50 18.00 18.50 19.00 19.50 20.00 20.50 21.00 21.50 22.00 22.50 23.00
Longitude (deg)



Suvis tvaru Zeme s vypoctom
UpIinych Bouguerovych anomalii UBA (?)

Agg =g -0, + 0.3086h — 0.0419hp-B + T



prvy délezity krok pri vypoéte UBA —
odpocitanie normalneho tiazového pola g,:

Ags = g -Jg]+ 0.3086h - 0.0419hp —B + T

normalne pole Zeme
(G ¥)



normaélne pole (g, v)

- s tvarom Zeme a jej tiazovym pol'om ako celkom
vel'mi uzko stvisi tzv. normalne pole Zeme
(normal, theoretical gravity),

- je to tiazove pole rotujuceho (rotacn¢ho) referenéného
elipsoidu, ktory sa v o najvacse] miere svojimi
rozmermi blizi ku geoidu, popisujucemu tvar Zeme,

- oznacuje sa ako g, alebo aj vy,



normaélne pole (g, v)

je to tiazové pole referencného elipsoidu (sferoidu),
ktory vSak nebol odvodeny na zaklade rieSenia
priamej Ulohy (grav. pole elipsoidu minus odstrediva
sila, sposobena rotaciou), ale z rieSenia Laplaceove;
rovnice vo sférickych (elipsoidalnych) stradniciach

najtrivialnejsi pristup (geometrickd aproximacia) —
— tzv. Clairautov sferoid:

0, = 0e(1 + Bsin®p)

g, — tiazové zrychlenie na rovniku (ur¢ené meranim),
B — konStanta (urCena z merani), hodnota okolo 0.005
¢ — zemepisna Sirka



normalne pole - Clairautov sféroid

odvodenie



normaélne pole (g, v)

je to tiazové pole referenéného elipsoidu (sféroidu),
ktory vSak nebol odvodeny na zaklade rieSenia
priamej Ulohy (grav. pole elipsoidu minus odstrediva
sila, sp6sobena rotaciou), ale z rieSenia Laplaceove;j
rovnice vo sferickych (elipsoidalnych) saradniciach

jednoduchsi pristup (vo sférickych sturadniciach) —
— tzv. Helmertov vzorec (sferoid):

0, = 0e(1 + Bsin?e + B;Sin?20)

0. — tlazoveé zrychlenie na rovniku (urené meranim),
B, B; — konStanty (urCené z merani)
¢ — zemepisna Sirka
napr. Helmertove konStanty (pre vystup v [mGal]):
g, = 978030, B = 0.005302, 3, = 0.000007
Cassinisove konStanty:
g, = 978049, B = 0.0052884, 3, = 0.0000059



normalne pole (g,, )

Pozor, v skriptach su pouzivané oficidlne SI jednotky [um-s2],
¢ize hodnoty pre g, tam su 10 x krat vacsie:

SRRl o

Teraz su pou2ivané parametre odvodené Helmertom v r, 1909

(a=1/298,2)

g =9 780 300, g = 0,006 302, ﬂ' = ~0,000 007



normaélne pole (g, v)

je to tiazové pole referencného elipsoidu (sféroidu), ktory vsak nebol
odvodeny na zaklade rieSenia priamej ulohy (grav. pole elipsoidu minus
odstrediva sila, sposobena rotaciou), ale z rieSenia Laplaceovej rovnice
vo sferickych (elipsoidalnych) sdradniciach
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normalne pole (g, v) PRASA)

,,exaktnejSie*“ dovodenie je spojené s rieSenim
Laplaceovej rovnice vo sférickych /R

'f'a_'

(elipsoidalnych) suradniciach
0 .. ¥
R — centralna vzdialenost’ < i s
9 — doplnok zemepisnej sirky, ¢ = 90° - 9 - :
A — azimutalny uhol (zemepisna dizka) prvky sfér. stiradnicového systému

o n+1l1 p
UR,9,1)= Z[%j > (A, cosmi+ B, sinmA)P"(cos9)
n=0 m=0

tzv. sféricke funkcie (spherical harmonics)

kde:
R, 9, A - su sférické suradnice,
a — polomer Zeme (pri gulovej aproximacii),
A, B, — koeficienty tzv. sferickych funkcii,
P.M — tzv. pridruzené Legendreove polynémy



normalne pole (g, )

,,exaktnejSie*“ dovodenie je spojené s rieSenim Laplaceovej rovnice vo sferickych
(elipsoidalnych) suradniciach

oo n+1 p
UR,9,1)= Z[%j > (A,ncosmi+ B, sinmr)P"(cos9)
n=0 m=0

kde: tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)
R, 9, A - su sférické suradnice, a — polomer Zeme (pri gul'ovej aproximacii),
A, B — Koef. tzv. sferickych funkcii, P, ™ — tzv. pridruzené Legendreove polynémy

P,(x)

P,(%) /|
! P
Y / /|
Y ! !

e




normalne pole (g,, )

oo n+1 p
UR,9,0)=> :[ij > (A, cosmi + B, sin mA)P" (cos 9)
Nn=0 R m=0 ; = ’ . . .
tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)

tzv. zonalne
sfericke fun.

http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, )

UR,9,A)= Z[%j Z(A cosmA + B, sin mA)PM(cos9)
m=0" tzv. sférické funkcie (spherlcal harmonics)
1]

http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, )

UR,9,A)= Z[%j Z(A cosmA + B, sin mA)PM(cos9)

m=0

tzv. sfericke funkcie (spherical harmonics)

http://icgem.gfz-potsdam.de/ ICGM/ ICGEM.html



normalne pole (g, )

oo n+1 p
UR,9,0)=> :[3j > (A, cosmi + B, sin mA)P" (cos 9)
Nn=0 R m=0 ; = ’ . . .
tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)

http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, 7)
UR,9,A)= i[

m=0 tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)

%] m|gg

n+1 p
j > (A, cosmA+ B, sinmA)P"(cos9)
]

tzv. sektoralne
sfericke fun.

http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, )

n+1 p
UR,9,A)= Z[%j > (A, cosmA+ B, sinmA)P"(cos9)
m=0 tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)
] : Lion

tzv. tesseralne
sfericke fun.

http://icgem.gfz-potsdam.de/ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, )

n+1 p
UR,9,A)= Z[%j > (A, cosmA+ B, sinmA)P"(cos9)
m=0 tzv. sférické funkcie (spherical harmonics)

Light

n=20
m =10

tzv. tesseralne
sfericke fun.

http://icgem.gfz-potsdam.e/ ICGEM/ICGEM.html



normalne pole (g,, )
UR,9,1)= i[%j Zn:(Anm cosmi + B__sin mA)P™"(cos9)
n=0 m=0
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normaélne pole (g, v)

,,exaktnejSie*“ dovodenie je spojené s rieSenim Laplaceovej rovnice vo sferickych
(elipsoidalnych) suradniciach

oo n+1 p
UR,9,A)= Z[%j > (A,ncosmi+ B, sinmr)P"(cos9)
n=0 m=0

pri vyjadreni koeficientov A, a B, sa da zistit’, Ze mnohé z nich su nulové
(pre pripad, ze tazisko Zeme-gule je v pocCiatku sur. systému) alebo sa daju
zanedbat’:

GM G

UR,9,A)= + =3

(A—C)P,(cos9)+ A, P,(cos9)+...

kde:
R, 9, A - su sférické suradnice, a — polomer Zeme (pri gul'ovej aproximacii),
M — hmotnost’ Zeme, A, C — hlavné momenty zotrvacnosti,

P,(cos9) = (1/2)(3cos?3 — 1), P,(cos9) = (1/8)(35c0s*3 — 30c0s29 + 3),



normaélne pole (g, v)

,,exaktnejSie*“ dovodenie je spojené s rieSenim Laplaceovej rovnice vo sferickych
(elipsoidalnych) suradniciach

oo n+1 p
UR,9,A)= Z[%j > (A,ncosmi+ B, sinmr)P"(cos9)
n=0 m=0

pr1 vyjadreni koeficientov A a B sa da zistit’, ze mnohé z nich su nulové
(pre pripad, ze tazisko Zeme-gule je v pocCiatku sur. systému) alebo sa daju
zanedbat’:

GM G
+ 3

UR,9,A)= (A—C)P,(cos9)+ A, P,(cos9)+...

P,(cosd) = (1/2)(3cos*3 — 1) = (1/2)(3sin*e — 1) (o - je zemepisna Sirka)
- Clairautov sféroid ‘

P,(cosd) = (1/8)(35c0s*3 — 30c0s?3 + 3) = sin?p — (0.55in2¢)?
- Helmertov sfeéroid



normalne pole (g,, )

zlozitejsi vzorec — tzv. Somigliana-Pizettiho
(rieSenie Laplaceovej rovnice v elipsoidalnych suradniciach):

ag_cos’ @ +og sin” @
g, =

2 2 2 = 2
a“cos”@+c s’ Q

a, ¢ — hlavna a vedl'ajSia poloos elipsoidu,
(6378137 m, 6356752.3 m)

0, — tiazove zrychlenie na rovniku (ur¢ené meranim),
(978032.68 mGal)

g, — tiazove zrychlenie na pole (ur€ene meranim),
(983218.64 mGal)

referencia:

Somigliana, C., 1929: Teoria generale del campo gravitazionale dell' ellipsoide
di rotazione, Mem. Soc. Astron. Ital., Vol.IV.

Pizetti, P., 1894: Sulla espressione della gravita alla superficie del geoide, suposto
ellissoidico. Atti R. Accad. Lincel, Ser. V, Vol. 3



normaélne pole (g,, v)

VelPmi dolezité skutoCnosti

Riesenie pre g, spliia dve hlavné podmienky:
- hodnotovo zodpoveda priemernému tiazovému zrychleniu
na povrchu Zeme (v zavislosti od zemepisnej Sirky) ,
- tiazovy potencial vytvara (pre ur¢iti dohodnuti hodnotu W)
hladinova (ekvipotencialnu plochu), ktora svojim tvarom
aproximuje tvar Zeme.

Na druhej strane — nevieme teoreticky odvodit’ pre aké rozdelenie
hustot plati toto pole, ¢ize nevieme pri jeho odpocitani od meraného
tiazového pol'a Zeme urcit, ku akym (referencnym) hustotam mame
ziskané prejavy nehomogenit vzt'ahovat'... (to je dost’ zI¢...)

Konvenciou je dohodnute, Ze prve vrstvy od 0 po 10 km su
charakterizované hustotou 2.70 g-cm3.



normalne pole (g,, v)

Figure 4.1 An example of one possible density distribution which would produce constant potential on the surface
of ellipsoid, according to Conway (2000). Black lines stand for constant density surfaces which, in this cross-
section, are represented by isodensity lines.

jedno z teoretickych rieSeni pre rozdelenie hustot v rotaCnom elipsoide



normalne pole (g,, v)
nevieme teoreticky odvodit’ pre aké rozdelenie hustot je toto pole,
¢ize nevieme pri jeho odpocitani od meraného tiazového pol'a Zeme
urcit’, ku akym (referenCnym) hustotam mame ziskané prejavy
nehomogenit vzt'ahovat'... (to je dost’ zl¢...)

hustotu
tychto hmot
regulujeme
pri vypocte
UBA — tzv.
redukcna
—— alebo
? (aS| 2 70 g-cm3) korekéna
hustota
(najcCastejSe
2.67 g-cm-9)




dolezité veci na zaver
- prvé pribliZzenie tvaru Zeme — elipsoid (aky je rozdiel elipsoidu a gule,
aproximujucej Zem?)

- aky je rozdiel medzi elipsoidalnymi a ortometrickymi
(nadmorskymi) vyskami?

- skuto¢ny tvar Zeme — geoid (jeho matematicka verzia
sa nazyva kvéazigeoid)

- rozdiely medzi rotacnym elipsoidom (WGS84) a aproximujiicou
gul’ou st max. prve desiatky kilometrov (20 km)

- rozdiely medzi rotacnym elipsoidom (WGS84) a geoidom
(kvazigeoidom) su max. prvé stovky metrov (200 m)



dolezité veci na zaver

- normalne pole Zeme popisuje tiazove pole rotujuaceho
referenéného elipsoidu
(aj s uvazenim odstredivého zrychlenia v dosledku rotacie)

- najjednoduchsia aproximacia — tzv. Clairautov vzorec:
On = Ge(1 + Psin®o)
zlozitejsi vzt'ah — Helmertov vzorec:
On = Ge(1 + Bsin’e + B1sin=2¢)
v sucasnosti tzv. Somigliana-Pizzetiho vzt'ah:

_ag, cos’ @ +0g, sin” @

€

2 2 2 = 2
\/a Cos” (@ +c sin” @
- u nas do cca 2000 roku pouzivany Helmertov vzt'ah

pre vypocet normalneho pol’a je postupne nahradzovany
Somigliana-Pizzetiho vztahom (s parametrami GRS80),

- U nas pouzivany systém tiaze je 1995, prepojeny na IGSN71



poznamka - slapy



slapy - ,,dychanie Zeme*,
spOsoben¢ gravitaCnym posobenim Mesiaca a Slnka na Zem

- interval: 12 hodin

- podobne, ako moria sa zdviha aj pevna zem (cca. 50 cm)
- prvy krat vysvetlil 1. Newton

- max. amplitudy (v meranom tiazovom poli): 160 uGal

- Je mozné ich spocitat’ a dneSné moderné gravimetre
(Scintrex CG3, CGS5; ZLS Burris) ich z merani odstranuju

, o Sinko
Zem Mesiac konjunkcia
o—© &
e SYZigia
Mesiac Zem opozicia
~ AR
= A </

Mesiac
Qlnko  Kvadrattra
£
WV -/

Zem



Z gravitanych zrychleni je najvicsie f, (bod A je najblizsie ku m)

a najmensie je f; (bod B je najd’alej od m). V kazdom z bodov A, S, B
posobi aj odstredivé zrychlenie f, v désledku toho, Ze obe telesa sa
podielaja na rotacii jeden okolo druhého (mesiac okolo Zeme a Zem okolo
Sinka. Vyslednica vektorov fg +f, v bode B je cca rovnaka, ale s opacnym
znamienkom ako vyslednica f, + f, v bode A — preto posobia slapy podobne
na odvratenych poloviciach Zeme.

Toto vysvetlenie pochddza uz od I. Newtona.



slapy - ,,dychanie Zeme*,

sposobene gravitaCnym posobenim Mesiaca a Slnka na Zem
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priklad - vypocitané slapové opravy (CG-5), dia 25.10.2007



