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Predhovor

Uvody a predhovory aj tak takmer nik ne&ita. S4m autor sa k tomu musi nutit' a malokedy
ho precita poriadne, obzvlast vtedy, ked’ sa v iom rekapituluje obsah. Tak snad’ len tol’ko, Ze
predkladany text si kladie za ciel rozsirenejsi vyklad uciva z letného semestra treticho ro¢nika
predmetu Matematické zaklady tedrie geofyzikalnych metod 2, prevazne latky o Besselovych
funkciach aich pouziti. Pripravovany druhy diel bude venovany sférickym a eliptickym
funkciam. Autor bude pozorny k pripadnym upozorneniam na chyby ¢i nepresnosti

v predkladanom texte.



1. Eulerove funkcie

Eulerove funkcie st dblezité v teorii aplikovanych geofyzikalnych metod, najmé pri
Stidiu Besselovych funkcii. V nasledujucich kapitolach sa teda zoznamime blizsie s tymito
funkciami a ich vlastnost'ami (s funkciou gama sme sa uz stretli na Matematickych zakladoch

tedrie geofyzikalnych metdd 2 v letnom semestri treticho ro¢nika).

1.1 Definicia Eulerovych funkcii

Eulerovym integralom prvého druhu budeme rozumiet’ funkciu:

1

B(x,y)=[r" (1=t)" dt, (1.1.1)

0
kde x a y st komplexné Eislaa Re{x} >0, Re{y} > 0. Tato funkcia sa nazyva tiez beta funkciou

premennych x a y (jej symbol B je vlastne velké grécke beta, nie latinské B).

Eulerovym integralom druhého druhu budeme rozumiet’ funkciu:

r(z)=[e'rdr, (1.1.2)
0

kde z je komplexné Cislo a Re{z} > (. Tato funkcia sa nazyva gama funkcia premennej z.
Funkcia gama méze byt analyticky prediZena do celej komplexnej roviny. Podrobnejsou
analyzou mozno ukézat, Ze funkcia gama je meromorfnd funkcia komplexnej premennej z
s jednoduchymi pélmi v bodoch z=-n+10}=0,~1;—2.... Pripomefime, Z¢ meromorfna
funkcia komplexnej premennej je taka, Ze je holomorfna (jednoznaéna, spojitd, spifajica
Cauchyho-Riemannove podmienky) na oblasti D s vynimkou spocitatel'nej mnoziny bodov,
v ktorych je singuldrna. Funkcia gama nemé nulové body a v okoli singularit existuji len

jednostranné limity rovné +oo.

Funkcie B(x,y) a /'(z) svisia navzajom vztahom:

/ (x)l (y)
B(x,y)=———"—""~. 1.1.3
(x.») T (vry) (1.1.3)
Dokaz urobime cez pomocnu rovnicu:
Ie"”tz‘ldt:—i (ZZ), Re{p}>0,Re{z}>0. (1.1.4)

0 p



Tato rovnicu l'ahko dokazeme pomocou substitucie s = pr, kde p je kladné redlne cislo

a s vyuzitim definicie (1.1.2). Roz$irenie platnosti na I'ubovol'né komplexné p s kladnou

redlnou Cast’ou je mozné cez analytické predlzenie. Teraz zavedieme novu integraénti premennu

.. . e t
v definicii beta funkcie (1.1.1) substituciou u = T a dostaneme:
—t

B(x,y):zﬁdu, Re{x}>0,Re{y}>O. (1.1.5)

Teraz polozime p =1+u,z=x+y v pomocnej rovnici (1.1.4) a dostaneme:

L L [t oy 1.1.6
e e 10

Po dosadeni do (1.1.5) mame:

K 1 T
B X,y — ux—l — e (l+u)t tx+y—ldt dl/l —
() ! (F (x+y)£

1 T x—1 _—t —ut ,x+y—1
=——||u"e e " dtdu =
r (Hy)M
0 00 =1t _ut x+y-l
__ 1 ”(“Z) ¢l = (1.1.7)
(x+y)05 t
1 " -t et
= u —dd =
F(x+y)-(|;(ut) e -([ = tdu
- 1 I(ut)x_l e"'”duje_t 7 dt = —F(X)F(y) )
F(x+y)0 ) F(x+y)

Takto sme dokézali rovnicu (1.1.3), ktord sa nazyva aj Eulerov teorém a spaja beta funkciu
s funkciu gama, ¢im umoziuje, na zédklade poznatkov o Eulerovych integraloch, obmedzit’ sa
na Stadium vlastnosti jednej z tried tychto funkcii. Pre nas budi mat’ najvacsi vyznam funkcie

gama a preto sa budeme zaoberat’ prave ich vlastnostami.



1.2 Zakladné vlastnosti gama funkcie

Viastnost 1
F(z+1)=zf(z) (1.2.1)

Vyjadrime gama funkciu na l'avej strane rovnosti pomocou definicie:
I(z+1)= Ie_’tzdt .
0
Integraciou po Castiach dostaneme:
P —t,z-1
F(z+1) —[ te ]o +Z‘([€ rdt .

Pre vyraz v hranatej zatvorke 'ahko dostaneme:

] =0,

a preto:

o0

F(Z-l—l)ZZIQ_tlZ_IdtZZF(Z), (1.2.2)

0

¢im je tvrdenie (1.2.1) dokézané. Tato vlastnost’ sa nazyva aj rekurentna.

Viastnost 2
Vyjadrime gama funkciu ako limitu st€inu. Za tymto uc¢elom budeme uvazovat’ argument gama

funkcie realne kladné ¢islo x a n € N. Definujme si pomocnu funkciu:

£ (nx)= j(l —1jn £t (12.3)

0 n

Integrujeme po Castiach Clen stojaci na pravej strane rovnice a dostaneme:

f(nx)= Kl—%j %}0 +I(l—%)n_l gdt.

Clen v hranatych zatvorkach pri vrchnej i spodnej hranici, stava sa nulovym a preto:

f(n,x)=j'(1—ijn_lﬁdt.

0 n X

Zopakujme podobnu operaciu n-krat a dostaneme:



n _ _ . x+n—1
:I(n 1)(n 2)...2 1 t di =
0

n—1

n x(x+1)...(x+n-1)
o L2..(n-2)(n-1) A
n “x(x+1).(x+n-1) (x+n)

X

x(x+l)....(x+n)'

Ked’ polozime n — oo, tak prava Cast’ rovnice (1.2.3) prejde na:
[e'ear.
0

Zo ziskanych vysledkov vyplyva novy zapis funkcie /7(x) v tvare limity su¢inu:

n'n* n'

F(x):lim = lim . (1.2.4)
n—> x(x+1)...(x+n) n— x(lerj(ijm(ij
1 2 n
Ked’ x je prirodzenym ¢islom tak:

/ —1)/n?
F(p):limn'(p 1).n

)] m(l+;)(l+§).'..(l+5)’

t.j. v suhlase so skor ziskanym vysledkom (1.2.1):
T(p)=(p-1)!,

nakol’ko menovatel’ posledného vyrazu pri prechode n — o« sa stava rovnym jednej. Pre

prirodzené ¢isla teda prechadza gama funkcia na vypocet faktorialu, teda mézeme ju chéapat’ aj

ako zovSeobecnenie tohto pojmu.

Viastnost' 3

r(x)r(l-x)=—= xe(0,1). (1.2.5)

Sinxmw

Aby sa tento predpoklad dokazal, pouzijeme podobu gama funkcie v tvare limity (1.2.4):



I (x)=lim
n_mx(1+xj(1+xj.. (1+j
1 2
1-x
F(l—x)zlzm 7 " 1 7 =

=) 1= |1+ 1+—>

=5 o )

1 2 n

_lim n*-1.2-3...n-n B

_”%(1—’1‘)(1—;)...(1_3.(””—X)'

Vynasobime posledné dve rovnice a dostaneme:

I (x) 7 (1-x) = lim 1 1

s 2 2 2\ 1— -
NS P (ij
1 22 n’ n

TR

. vy o 5. 1—x . . ) e, )
pri¢om sme vyuzili, ze /im——=0. Porovnajme tieto vzorce so vzorcom vyjadrujucim sinx

n—0 n

2 2
sinxzx(l—X—Z]KI— X zj
T 4

Porovnanim poslednych vyrazov vidime, Ze:

v tvare nekone¢ného radu:

r(x)r(-x)=—2=

Sinxrw
Pripomenime, ze tento vyraz je mozné roz$irit na celi komplexni rovinu okrem bodov

z=0;x1;,£2;....

Viastnost 4
22zlf(z)F[z+%j:\/;F(2z). (1.2.6)

Predpokladajme zatial’, Ze z je realne kladné ¢islo (d’alej oznacené ako x) a s vyuzitim (1.1.3)

mame:

10



F(x)F(x)_ 1 % %1
W_B(x,x) [[ta-0T dt—.([ t(1-1)]" dt.

0

Zavedieme substiticiu s = 4t(1 - t) a dostaneme:

r(x)r(x)_ 12 Y2 ds =
F(x—i—x) B( )2 J. (1 )d

(=}

I (2x) F(Hlj '

2

rEE) e rr(y)

Ostava urcit hodnotu /° (%J ¢o zistime priamo z definicie gama funkcie s pouzitim Gaussovho
integralu a dostaneme:

r[lj:/; (1.2.7)
Konecne, po jednoduchej uprave, dostaneme hl'adany vyraz:

2> (x) T [ j Jzr(2x). (12.8)

Tento vyraz sa d4 opit’ analyticky predizit’ na celti komplexni rovinu s vynimkou bodov

S T
2 2

Ziskané vysledky je mozné d’alej pouzit’ na dokazanie nasledujuceho vyrazu:

r(n+1j=m, (1.2.9)

2 2"
kde ne N+{0}.

11



Viastnost 5

Bez (naro¢nych) dokazov uvedieme este tri asymptotické vyrazy. Pre velké hodnoty

prirodzeného argumentu (n eN ) plati Stirlingov vzorec:

e

n!:F(n+1)z\/2n7z(ﬁjn. (1.2.10)

DalSou aproximaciou funkcie gama komplexného argumentu je napr. vyraz:

z

T o il | (1.2.11)
zlel - b

10z
alebo, pre kladné realne argumenty:
r(x)z(fj 1+;1 . (1.2.12)
€ 12x° ——
10

1.3 Logaritmicka derivacia gama funkcie

DalSou S$pecialnou funkciou uzko spétou s gama funkciou je jej logaritmické derivacia,

ktort oznaGujeme y (z) a plati pre fiu:

W(ﬂ:%m(r(z)):m. (1.3.1)

V literatire sa oznacuje aj ako digamma funkcia. Vyrazy pre funkciu 1//(2) mozeme ziskat

derivovanim a Upravou vyrazov pre gama funkciu ((1.2.2), (1.2.5) a (1.2.6)):

l//(z-i-l):éﬂ//(z), (13.2)
w(1-z)-w(z)=7-cot(nz), (1.3.3)
l//(Z)+l//(Z+%j+2ln2=2l//(2Z). (1.3.4)

Tieto vyrazy mozZeme pouzit’ na stanovenie Specidlnych hodnoét funkcie y (z) :

v(l)=-7, (1.3.5)
kde y sa nazyva Eulerovou konsStantou a jej numericky urcena hodnota je y =0,57721566...,

napr. pomocou jedného z integralnych vyjadreni:

12



1
= dt
y ! t
Z vyrazu (1.3.2) d’alej mame pre z =n:
n+1 —}/+Z— nelN.

Z kombinacie vyrazov (1.3.2) a (1.3.4) dostaneme:

| I
N |=—y—2In2+2 .
‘”( 2j - Z 2%—1

Integralnych vyjadreni funkcie y (z) je viacero, jednym z nich je napr.

y/(z):]g{e"x— ! Z}@ Re{z}>0.

0 (x+1)" | x

Grafy funkcii 77(x) a y(x) pre realne argumenty st na Obr. 1.

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

(1.3.9)

13
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Obr. 1: Grafy a) gama funkcie a b) realnej zlozky logaritmickej derivacie funkcie gama.
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2. Besselove funkcie

RieSenie velkého poctu tloh aplikovanej geofyziky — najmé tedrie geoelektrického
prieskumu si vyzaduje rieSenia Besselovej diferencidlnej rovnice v rdéznych jej tvaroch.
RieSenia tejto rovnice su tzv. Besselove funkcie a preto rieSenie tychto uloh sa vyjadruje
spomenutymi funkciami. Spravne chépanie rieSenia a jeho zmyslu nie je mozné bez znalosti
zékladnych vlastnosti Besselovych funkcii a z toho dovodu venujeme vykladu tedrie tychto

funkcii a prikladom ich pouzitia v tomto texte dost’ miesta.

2.1 Besselova diferencialna rovnica, Besselova funkcia prvého druhu

Diferencidlnu Besselova rovnicu zaradujeme do linedrnych diferencidlnych rovnic

druhého radu. Tato rovnica ma tvar:

2 2
d’y +lﬂ+(1_V_Jy:o (2.1.1)
X

dx*  xdx ?
Parameter v mdze mat’ 'ubovol'ni hodnotu vo vSetkych pripadoch. RieSenie tejto rovnice
nemoéze byt vyjadrené konecnou sumou elementdrnych funkcii okrem vel'mi Specialnych
pripadov. Integrovanie Besselovej rovnice vo vSeobecnom pripade vyvola zavedenie
osobitného druhu funkcii, poznanie vlastnosti ktorych mozno dosiahnut’ cestou ich skiimania
v podobe radov. Riesenia uvedenej rovnice nazyvané Besselovymi funkciami teda zavedieme

v tvare nekonecnych radov, €o je podstatou tzv. Frobeniovej metody.

Predpokladajme, ze funkcia y (x) , vyhovujuca Besselovej rovnici ma tvar:

y(x):xp(ao+a1x+a2x2+...)=Zajxp” a,#0.
=0

Ked je tato funkcia rieSenim rovnice (2.1.1), tak po jej dosadeni musi viest k rovnosti.

Dosadime a dostaneme:

Da(p+j)(p+i-1)x""7 +Za (p+j)x"/ +Za X =Py a x" =0 (2.1.2)
J=0 Jj=0 Jj=0 j=0
Aby bola zachovana rovnost’ nule, je nevyhnutné polozit’ rovnymi nule koeficienty vsetkych

mocnin x vTlavej Casti poslednej rovnice. NajnizSou mocninou x je mocnina p-2,

zodpovedajuca hodnote parametra j =0 . Koeficientom tejto najnizSej mocniny x bude:
aop(p—l)JraOp—Vza0 .

Pretoze podl'a podmienky a, # 0, tak je nevyhnutné pripustit’, aby:

15



odkial’ mame:
p==tv.
Ako prvym sa budeme zaoberat’ moznostou p =+v . Najprv si v§imnime pripad, ked j =1.

Najmensim exponentom v tomto pripade je p —1 a koeficient tejto mocniny je:
a(p+l)p+a (p+1)-via =q [(p+l)2 —vz]
Nakol'ko [( p+ 1)2 - vz] nie je rovné nule, tak pre rovnost’ tohto koeficientu nule je nutné, aby

a,=0.
V poradi nasledujica mocnina x je p. Koeficient stouto mocninou dostaneme ak
polozime j=2 vo vSetkych sumach rovnice (2.1.2) okrem tretej. V tretej mocnine bude

potrebné vziat’ ¢len, ktory sme dostali pri j = 0. Preto hl'adany koeficient dostaneme v tvare:

a,(p+2)(p+1)+a,(p+2)+a, —via,.
Aby sa vSak rovnal tento koeficient nule, dostaneme sa k rovnici:

—d — 4y

“T4vr) 22(vh)

ktory mozno povazovat’ za vyraz umoziujuci ndjst’ koeficient a, pri zndmom a,. M6Zeme
ziskat’ rekurentny vzorec, ked’ polozime rovné nule koeficienty mocniny ( p+j —2). Ked
najdeme tento koeficient, dostaneme:

a,(p+j)(p+j-1)+a,(p+j)+a,_,—v’a =|akp=v|=a,j(2n+j)+a,,.
Tento vyraz polozime rovny nule a nahradime a, s a, , a dostaneme:

a,,

a. =————.
j(2v+))

J

Z tohto vzorca mézeme sudit’, Ze vSetky koeficienty s neparnymi indexmi st rovné nule,

pretoze ked’ a, =0, tak v dosledku toho aj a, a a; si rovné nule. Koeficienty s parnymi

indexmi moézeme zostavit’ do nasledujtcej tabul’ky:

16



2 (v+1)

a4 =— a, _ a

fo4(2v+4) 2t 12-(v+1)(v+2)
a, a,

“TT6(avr6) 2 123(v)(v+2)(v+3)

a,, Z(_l)k 2k -k/(v+1)(V+2)(V+3)"'(V+k)

Blizsi pohl'ad na tabul'ku koeficientov radu, ktorymi sa vyjadruje rieSenie Besselovej rovnice,

ukazuje, ze tento rad ma premenné znamienka. VSetky koeficienty radu sa vyjadruju

koeficientom a,, ktorého hodnota moze byt’ v podstate volena l'ubovol'ne. Polozme teda:

1
Ay =——""7—-.
"2 (v+])
Z tejto podmienky mame

. 1
a2k=(—1) 2n+2k'k'/(v+l)(v+2)(V+3),..(V+k)r(v+1)'

Vzhladom na to, Ze kje celé Cislo, tak Cast’ vyrazu v menovateli, s vyuzitim rekurentnej

vlastnosti gama funkcie, moézeme prepisat’ nasledovne:
(v+1)(v+2)(v+3)...(v+k) T (v+1) =T (v+k+1)
a mozno koeficientu dat’ tvar:

4 _(_l)k 1
. 27 (k40 (v+k+1)

Rad pre hl'adanu funkciu y(x) moéze byt potom vyjadreny v tvare:

(2.1.3)

v+2k
(3
y(x):kz_;‘l“(k+l)1“(v+k+l) |
Funkcia y (x) napisana uvedenym radom, nazyva sa Besselovou funkciou prvého druhu, radu

v a oznacuje sa symbolom J, (x). Takto teda mame:

(2.1.4)

7. (%) :ir S @

S L (k+1) T (v+k+1)

k

17



V pripade, Ze v nie je celym c¢islom, funkcia 7~ (v+k+l), ako uZ pozname z tedrie gama

funkcii, bude mat’ zmysel i pre zaporné hodnoty v. Preto, ked’ v nie je celym ¢islom, druhym

partikularnym rieSenim Besselovej rovnice bude:

J,(x)=3 & @ (2.15)

S (k+1) T (-v+k+1)
a vSeobecné rieSenie tejto rovnice mdze byt vyjadrené nasledovne:
y(x)=C J,(x)+C,J_, (x), (2.1.6)
kde st C1 a C; konStanty, dané podmienkami tlohy. Platnost’ takéhoto zostavenia v§eobecného

rieSenia je podmienena tym, ze funkcie J,(x) a J_, (x) pri v nerovnom celému &islu su

vve

vwe

2.2 Besselove funkcie druhého druhu

Uloha sa komplikuje v tych pripadoch, ked’ v je celé &islo. V tomto pripade &leny v

J, (x) obsiahnuté v menovateli gama funkcie od zapornych argumentov, stdvaji sa nulovymi

a ostatné sa ukazuju &iselne rovnymi ¢lenom z J, (x). Skutoéne, prvy nenulovy ¢len J_, (x)

T )

r(v+)C(-v+v+1) T(v+1)I(1)

bude mat’ tvar:

b

t.j. budii rovné prvému Elenu radu pre J, (x) nasobenému (-1). Druhy nenulovy &len radu pre

. (x):
o @ _ " @

r(v+2)C(-v+v+2) C(v+2)(2)

odlisuje sa od druhé¢ho &lena sumy pre J, (x):

5]

r(v+2)r(2)

2

18



len nasobitelom (—l)v a rozlozenim nésobitel'ov v menovateli. Presne podl'a takéhoto postupu
je vidiet, Ze i nasledujtice &leny pre J, (x) a J_, (x) sa odliguju iba nasobitefom (—1)" . Takto
sa funkcie J, (x) a J_,(x) pri n rovnom celému &islu, ukazuji byt’ linedrne zavislé jedna
s druhou [ J, (x)=(-1)"J, (x)} apreto k zostaveniu vieobecného rieSenia Besselovej

rovnice je treba ziskat' nova funkciu, nenachddzajicu sa v linearnej zavislosti s J, (x) —

diferencialna rovnica druhého radu musi mat’ dve linearne nezavislé riesenia.

Najdenie takej funkcie mozno dosiahnut’ pripisovanim réznych Specidlnych hodn6t
konstantam C a C> vyrazu (2.1.6). Weberom bolo navrhnuté ako druh¢ partikuldrne, linearne
nezavislé rieSenie Besselovej rovnice, vyuzit’ funkciu:
J, (x)cos(wz)—]_v (x)

Y =
sin(vr)

v

; vel. (2.2.1)

Vidim, ze vyraz sa stdva neurcitym typu 0/ 0 v pripade ked’ je v =n € Z a preto je potrebné
ndjst’ limitu pre v — n (pomocou L’Hospitalovho pravidla) a dostaneme:

v :l[ia(x)—(—l)" 0

|5 8}/1] (x )} nel. (2.2.2)

Dosadenim posledného vyrazu do origindlnej Besselovej diferencidlnej rovnosti (2.1.1) sa da
ukazat, 7e jej vyhovuje a teda predstavuje linearne nezavislé riedenie. Dalej je viak potrebné
0

najst’ hodnoty %Jﬂ( ) a %J_ ( )

25 -2 Z:/I)” B EI B

I(n+k+1) | & k! on| I'(n+k+1) B

. . @

S k! (n+k+1)

(lnf_r'(mk“)j |

2 I'(n+k+1)

X © '
an(x)—Jn(x)lnE—z o (s kr1) (2.2.3)
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Analogicky, pre GQJ” (x) dostaneme.
n

0 - x & (=) (2) I (~n+k+1)
on 7 (5= (x)in kZ_:;F(kH) T(cnekal) T (ensker) &Y

Pouzijeme vlastnost platnt pre neZ: J_, (x) = (—l)n J, (x) a rozvinieme sumu pravej Casti

na dve sumy: v prvej nebude Clen (—n+k+l) rovny nule a v druhej bude tento argument

kladnym a dostaneme:

k=n—1 lk —-n+2k I—v! _ 1

iJ_n(x):J (x)ln£+ (1) (fj 2( ntkt )+

on 2 = 2 I (—n+k+1)

(2.2.5)

Dalej mézeme pisat’:

I'(-n+k+1) 0 I 1 B
I*(-n+k+1) __6(—n+k+1)_1“(—n+k+l)}_
_ o | r(l+n—k-1)
__8(—n+k+1)_F(—n+k+1)]“(1+n—k—1)}

Vyraz v poslednej zatvorke moze byt’, v dosledku znameho vztahu (1.2.5):

T
F(p)F(l—p): sin pr ’

zameneny vyrazom

Sin[(_n+k+l)ﬂjf(n—k).

Z toho d’alej dostaneme:

I'(-n+k+1) P sz’n[(—n+k+1)7r]
Fz(—n+k+1):_6(—n+k+l) r I(n=k) )=
:—7rcos[(—n+k+1)7zjf(n—k)_sin[(—n+k+1)7z]8(F(n—k))
a r O(-n+k+1)

Pre (—n+k+1)eZ je cos[(—n+k+1)7r] :(—1)_"+k+1 a sin[(—n+k+l)7z]=0 a preto:

I'(-n+k+1) L ke
Fz(—n+k+1)_(_1) I (n=k).

Preto prva zo sum vyrazu (2.2.5) prejde na:

20



M_

k+1( jmzk]”(n—k).

Druht sumu zmenime cestou zmeny parametra sumacie, pricom ho volime tak, aby sa dosiahlo

sumacie z hodnoty parametra rovného nule. K tomu stac¢i polozit’ k =n+ j a potom tato druha

suma bude:
i )n+] (xj—n+2n+2j F( n+n+]+1 ni j (xer—ZJ F’(]+1)
Zr(n+j+1)\2 I*(-n+n+j+l) =7 l’l+]+1) 2 r*(j+1)

Takto kone¢ne hl'adané vyjadrenie vyrazu aiJ_n (x) je:
n

6 n+l nnl e
J -1 J l I'(n—k
T () =), (2 ( k:OF )(J (n—k)+

s () (;)’”M I (k+1)

+=) = C(n+k+1) I (k+1)

(2.2.6)

V poslednej sume sme pismeno jzamenili pismenom k. Nakoniec dosadime vysledky

derivovania (2.2.5) a (2.2.6) do rovnice (2.2.2) pre Y, (x) a dostaneme:

2 x lnl —-n+2k
e e e IRA s

2 ﬂkof

e (2)

r S L (k+1) 1 (n+k+1)

{F'(n+k+l)+F'(k+1)}

I(n+k+1)  I(k+1)
Teraz pouzijeme vlastnost’ (1.3.7) s oznacenim (1.3.1):

r'(p+1) 3

F(p+l)_ 4 —m

a mdzeme dat’ vyrazu Y, (x) kone¢ny vzhlad:
2 ¥ -1 5 / X —-n+2k
Y (x)=2J ()i LTy
()= () =~ k! (2)

Rl 2.2.7)
li(_kll)((—zj{ 27+nz+k: +z }

T k=0 m=1 M m=1 M
Tato funkcia, ktora je zostavena ako Ciastocné rieSenie diferencidlnej rovnice Besselovej a je

linedrne nezavisla s funkciou J, (x) sa nazyva Besselovou funkciou druhého druhu, radu n,
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alebo aj Weberovou funkciou. Pri n =0 je potrebné vynechat’ prvli konecni sumu a $pecialne

dostaneme:
¥ 2k
2 X 2 0 (_l)k (j k
Y, (x)==J,(x)In=-=) ————=4— (2.2.8)
g a3
Vseobecné rieSenie Besselovej funkcie pri celej hodnote » mdze byt vyjadrené pomocou
funkcii J, (x) a ¥, (x):

y(x)=C J,(x)+C, 7, (x).

2.3 Besselove funkcie imaginarneho argumentu

V tedrii karotaze sa vyskytuju Besselove funkcie osobitného druhu, ako vysledok rieSenia

rovnice:

d’y 1dy v

Rovnicu prevedieme na obyc¢ajnu Besselovu tak, Ze za hodnotu x dosadime (—if) (@ je

imaginarna jednotka). Potom:

d’y d’y  d’y
e’ d(-ig) e
dy dy dy
dx d(if) id¢

a rovnica (2.3.1) dostane vzhlad:

ﬂ+l dy+(l—v—2]y:0.
d&* &d¢g &

Posledna rovnica pre v ¢ Z ma za ¢iastocné rieSenie funkciu J, (§ ) a preto rovnica (2.3.1) ma
svoje Ciastocné rieSenie J, (ix). Takéto vyrazy sa nazyvaju aj modifikovanymi Besselovymi
funkciami a znacia sa symbolom 7, (x), takze:

I,(x)=J, (ix) (2.3.2)

Pre funkciu 7, (x) mozno ziskat' vyraz v tvare radu:

22 (_l)k(x)vm ~ =y 1)"(;jmk =iJ, (ix).

© (_
I (k+1) (v+k+1 S (k+1) I (v+k+1)
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Je vidiet,, Ze druhym partikuldrnym rieSenim rovnice (2.3.1) by bolo 7 | (x) Tato funkcia by
viak bola pre v = n € Z linearne zavislou od 1, (x), pretoze 1_, (x)=i"J,(x)=1,(x). Preto,
pre v=neZ, straca funkcia I (x) zmysel existencie a preto treba najst’ iné, vhodnejsie

partikularne rieSenie. Ako druhé, linearne nezavislé rieSenie sa vybera (voli) funkcia:

_zL,(x)-1,(x)
K, (x) =52 (23.3)

Podobnymi operaciami ako pri h'adani funkcie Y, (x) by sme zistili, Ze:

K= L) S LS (1)

. (XJMM » (2.3.4)
ey I I

m=0 1 m=0 M

Vseobecnym rieSenim rovnice (2.3.1) teda je:
y(x)=C I, (x)+C, 1, (x); veZ,a

y(x)=C1,(x)+C,K_ (x); nel.

2.4 Iné formy Besselovych funkcii

V aplikacii Besselovych funkcii na rieSenie niektorych uloh elektrotechniky stretneme sa

s Besselovymi funkciami prvého druhu argumentu J=i -x, kde ioznaCuje imaginarnu
jednotku. Funkcie takéhoto argumentu siu komplexné veli¢iny, majace svojrazny vzhlad
a davajuce vznik osobitnej triede Besselovych funkcii oznacovanych ber a bei, ktoré sa
nazyvaju aj Kelvinovymi funkciami. Z funkcii tejto skupiny sa v praxi najcastejSie pouzivaju
iba funkcie nulového a prvého radu. Aby sme ziskali obraz o tychto funkcidch, oprieme sa

o vSeobecné vzorce Besselovych funkcii prvého druhu arozvinieme do radov funkcie

Jo(x —i) a Jl(x\/——i). Pre funkciu Jo(x\/—_i) dostaneme:
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Tak isto pre funkciu J, (x«/—_z ) ziskame:

5107 GJ0A) (567 (567

- X
J‘(X\/:)_E Y. 2/3) 3/4/ 415/
5 9 3 7 11
5 GG GG
2) 2 o) 2) |2
SV VAN A - + -~
2 3147 415) 112/ 3747 516!

N - 1-i
Pretoze ~/—i = R tak posledny vyraz moze byt vyjadreny v podobe:

NONEREE

1
Y212 120 2131 3141

ANOREECEGN

2| 2 1120 2131 314]  415)

()=

Realne a imaginarne Casti ziskanych vyrazov dostali nazov ber a bei:

(XT (ng

ber,x =1- 2 + 2 —, (2.4.1)
(xf (xjs (xj7

berix =—= £+ 2) _\2 + 2

J2l2 120 2131 3141

+oee ], (2.4.2)
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j _—— (2.4.3)

3 5 7
5 ) G
beix=—=| X A2) A2 \2) | (2.4.4)

2| 2 120 2131 3141

d ber,x d beix )
" a 9~ Pre tieto dostaneme:

V aplikdcii sa stretame tiez s derivaciami
dx dx

GG 6L BB G,

ber)x = —+ - =
(2/) (47) (6/) 172! 3/4! 5le6!

(x xY xY xY (xY

LGB G LGB
beiyx = - —e= oL 2.4.6
ATV +(5/)2 2 2031 4rs) (240

S pouzitim tychto vztahov, mdzeme pisat’:

Jo(x —i)zber0x+ibei0x, (2.4.7)
J, (x —i) = ber,x +ibeiyx = \/—_i(bei(;x —iberjx). (2.4.8)

2.5 Besselove funkcie polocelého radu

Budeme uvazovat' o Specialnej triede Besselovych funkcii radu n+% kde neZ.

V takomto pripade je mozné vyjadrit Besselove funkcie pomocou elementarnych funkcii.

a

| =

Demonstrovat’ to budeme na priklade funkeii J,,,(z). Polozime v rovnici (2.1.4) v =+

s vyuzitim vyrazu (1.2.6) pre gama funkciu a rozvoja funkcie sinz, dostaneme:

Ja(2)=3 (—1)"(2j 3)(£j;i%\/%sinz. 2.5.1)

Podobne mame:

J ., (z)z\/gcosz. (2.5.2)

25



Tvrdenie, Zze kazda Besselova funkcia prvého druhu polocelého radu moéze byt vyjadrend
pomocou elementarnych funkcii potom vyplyva z rekurencie (ktoru dokazujeme neskor ako
rovnicu (2.6.6)):
2v
J, (Z) +J,, (z) = 7JV (Z) .
Opakovanym pouzivanim tejto vlastnosti dostaneme napr.:

1 2 j
1o ()= (20 —(sz—coszj,

nz z

J, (Z):— i(cosz +sin2j.

nz z

Tento postup je mozné zovSeobecnit’ a dostaneme vyraz:

- L ()

o L o)

Podobnym spdsobom je mozné ukdzat, ze Specialne:
2
Y,,(z)=—J_,(z)=- —cosz, (2.5.4)

2 . 2 .
I, (z)=\/gsmhz, I,, (z)=\/gcoshz, K ,(z)=€". (2.5.5)

2.6 Zakladné vlastnosti Besselovych funkcii realneho argumentu

(2.5.3)

Pri rieSeni Uloh aplikovanej geofyziky, v ktorych mame do cCinenia s Besselovymi
funkciami, budeme sa takmer vzdy stretavat’ s funkciami celych raddov. Preto pri Stadiu
vlastnosti Besselovych funkecii stistredime pozornost’ prave na tieto funkcie

Na tcely studia vlastnosti Besselovych funkcii zavedieme pojem vytvarajicej funkcie vo

vzt'ahu k Besselovym funkciam, pricom tuto funkciu ur¢ime rovnicou:

weel ) 2.6.1)
Predovsetkym dokédzeme, ze koeficienty radu rozvinutého podla kladnych a zapornych mocnin
t, vyjadrujuceho napisana funkciu, su Besselovymi funkciami prvého druhu. Stadium tychto
koeficientov ndm potom umozni pojednat’ o vlastnostiach Besselovych funkcii.

Funkciu u vyjadrime v tvare:
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X x1

u=e’e 2,

a napiSeme Taylorov rad pre kazdy z Clenov:

e? =l+=+ ,
1/ 2! = m!
X 1 X ? 1 1 k|l X g —k
T ) N K
eztzl_ﬂ Z—
1/ ! = k!

Postupnym vynasobenim poslednych dvoch rovnic dostaneme:

. (_l)k(XJer gk
u=y >y 2 . (2.6.2)

"o o klm!
V tejto dvojitej sume veli¢iny m a k mézu mat’ 'ubovolné celé kladné hodnoty nezavisle jedna
od druhej. Preto sa mocnina t méze menit’ od -oo do +oo.
PoloZme teraz:
n=m-—k,
Z dvojitej sumy pre funkciu u teraz vyberieme len tie ¢leny, pre ktoré menovatel’ mocniny  je

rovny n a dostaneme:
n+2k
(3]
,Z;' k!(n+k)!

V tomto koeficiente je l'ahké poznat’ Besselovu funkciu prvého druhu, radu n. Ako uz bolo

podotknuté, v dvojitej sume pre funkciu u, ¢isla m a k, mozu nezavisle na sebe nadobtudat’

I'ubovol'nych hodnoét a hodnota vyrazu (m - k) , €0 je mocnina premenne;j ¢ (v rovnici (2.6.2)),

modze sa menit’ od -co do +oo. Preto rad pre funkciu u, rozvinuty podl'a vzrastajiicich mocnin ¢,

mdzeme napisat’ v tvare:
u= Yy J,(x)" . (2.6.3)

Toto vyjadrenie vytvarajicej funkcie nam umozni poznat’ vlastnosti Besselovych funkcii.

Viastnost' 1

J_, (x)=(-1)"J,(x). (2.6.4)
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)
Z povodného vyjadrenia funkcie u =e*' '/ modzeme usudit, Ze sa tato funkcia nezmeni, ked’ ¢

zamenime za —-—, apreto aj vjej vyjadreni vo forme radu podobna zadmena musi viest
t
k identite. Prevedieme tito zdmenu vo vyraze (2.6.3) a dostaneme:

u= Y J, (x)(-1)"¢" (2.6.5)

Aby rovnice (2.6.3) a (2.6.5) boli rovnaké, potrebujeme rovnost’ koeficientov nerovnakych

mocnin 7. Ked’ koeficientom stojacim pri ¢ " vo vyraze (2.6.5) bude funkcia J_, (x) , tak z tohto

bezprostredne vyplyva:

¢o sme ziskali uz v kapitole 2.2.

Viastnost 2

J”(x):% Iy (x) 4, (x)] (2.6.6)

Derivovanim vyrazu (2.6.1) podl'a ¢ dostaneme:

du_ ) 1(1 oL j _ {l:e;(’—i] N e;(,_;q |
dt 2 t 2 ¢

t

X 1
Zamenime vyraz u = ez( j jeho vyjadrenim podl'a (2.6.3) a dostaneme:

du x| & > o
—== J(x)t"+ > J (x)t" .
o PRI WA
Na druhej strane, derivovanim vyrazu (2.6.3) dostaneme:
du &

Z= Z an()c)t'“1 .

n=-—o0
Pretoze obidve posledné rovnice musia byt identické, nakolko vznikli iba derivovanym

réznych vyjadreni tej istej funkcie, tak koeficienty pri rovnakych mocninach ¢ obidvoch

, . . . . . n-1 , .. .
vyrazov si musia byt rovné. Koeficientom pri "~ v prvom vyraze, ako 'ahko vidiet,, je suma:

X
E[JH (x) +J,, (x)] ,
a v druhom vyraze koeficientom tej istej mocniny ¢ bude:

nJ, (x)
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Tieto koeficienty navzajom porovname a delime obidve strany rovnice ¢islom # a dostaneme:

I, ()= 1 (5) 47, ()]

2n
¢o bolo treba dokazat’.

Doésledok — pouzitim odvodeného vzorca, 'ahko odstaneme:
Jo(x)==J,(x)-J,,(x) (2.6.7)

¢o je vyraz umoznujuci lahko vy¢islit' hodnotu funkcie 'ubovolného radu, ked’ su zndme
funkcie dvoch predchadzajucich rddov toho istého argumentu. Polozime napr. n=1 a

dostaneme:

J, (x) =—J (x)—JO (x) ,

X

teda k vyjadreniu J, (x) je potrebné poznat’ iba hodnoty J, (x) a J,(x). Z najdenej hodnoty
J, (x) vieme opdtovnym pouzitim dokdzaného rekurentného vzorca ziskat’ hodnotu funkcie

Jy(x) atd.

Viastnost' 3

:_[J Joa(¥)]. (2.6.8)

Derivovanim podl'a x funkcie u vo forme (2.6.1) a (2.6.3) dostaneme dva vyrazy, ktoré musia

byt’ totozné:
(2.6.9)

Prvu z tejto dvojice rovnic mozeme vyjadrit’ v tvare:

x( 1 x( 1 w -
du_1 ) 115 :%{ > g, (x) =Y, (x)t”_l} . (26.10)

dx 2 2t
Vezmeme do uvahy uz spomenutd totoznost' vyrazov (2.6.9) a (2.6.10) a porovname

koeficienty pri ¢" v obidvoch vyrazoch a to nam da:

_Jn =3 I: n+1 x):l

¢o je vzorec umoznujuci ur¢it’ hodnoty prvej derivacie podl'a argumentu, ked’ su dané hodnoty
funkcii predchédzajuceho i nasledujuceho radu.
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Désledok — polozime v poslednej rovnici n =0 a zamenime J_ (x) za J, (x) v sulade s prvou

vlastnost'ou, dostaneme vyznamny vyraz pre Besselovu funkciu:
Jo(x)=-J,(x).
Vzorce, urujuce vlastnosti Besselovych funkcii tu odvodené pre celé hodnoty n, mozno

zovSeobecnit’ i pre ostatné hodnoty tohto parametra. Grafy Besselovych funkcii prvého druhu,

nultého, prvého a druhého radu st ukazané na Obr. 2.

1 =

0.8 — —_— %)
- J, (%)

0.6

0.4

0.2

Sfx)
<

-1 ] T T T 1

0 ol 10 15 20 25
X

Obr. 2: Priebeh Besselovych funkeii J,(x), J,(x) a J,(x).

Vlastnosti funkcii Y, (x) si vmnohom analogické vlastnostiam funkcii J, (x).

Nebudeme sa tu zdrziavat’ ich Stidiom, nakol’ko v aplikacii Besselovych funkcii k rieseniu uloh
aplikovanej geofyziky sa budeme s touto triedou funkcii zriedka stretavat. Obmedzime sa preto

len na niektoré vzorce:
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Grafy Besselovych funkcii druhého druhu, nultého, prvého a druhého radu st zobrazené na

Obr. 3.

0.8 - —_— Y,
: Y] (x)

Sfx)

-1 ] T T T 1

0 ol 10 15 20 25
X

Obr. 3: Priebeh Besselovych funkeii ¥, (x), ¥ (x) a ¥, (x).
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2.7 Zakladné vlastnosti Besselovych funkcii imaginarneho argumentu

Viastnost 1

I, (x)=1,(x), nel. (2.7.1)
Z uréenia funkcie /7, (x):
n+2k
L(x)=Y 2j (2.72)
" S (k+1)I (n+k+1)

vyplyva

(xjnﬁk
i . (2.7.3)

S (k+1) 1 (-n+k+1)

Nakol’ko funkcia 7~ (—n +k+ 1) sa stdva nekonecnou pri hodnote argumentu rovnému celému

zépornému cislu alebo nule, tak preto sa v poslednej sume stavaju nulovymi prvé ¢leny do

indexu (n—1). To je podmienené tym, 7e pri k <n—1 argument /" (-n+k+1) bude celym

zapornym C&islom alebo nulou. Preto sumu pre /_, (x) méa zmysel zaGinat’ od hodndt k=n.

= k+1 )T (-n+k+1)

V takom pripade:

Zavedieme novy index sumdacie m, zviazany sindexom kvyrazmi: k=n+m a

(—n +k+1)=m+1. Posledny vyraz mézeme potom prepisat’ nasledovne:

L(x=X 5

= (m+1) T (n+m+1)

V prvej Casti tohto vzorca je I'ahké poznat’ funkciu 7, (x) a preto mozeme pisat’

Viastnost 2

I,(x)=2-[1,.(x)~1,.(x)]. (2.7.4)
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Podl'a v§eobecného vzorca pre /, (x) napiseme:

s B

S (k+) I (n+k)

n+2k+1
(xj

La( ,;; (k+1) I (n+k+2)

(2.7.5)

Odpocitavajuc postupne posledné rovnice jednu od druhej, dostaneme:

o () 1 1
]nl(x)_]nﬂ(x):;(E] _F(k+l)F(n+k)_F(k+1)r(”+k+2)}:

~ o (fJnJerl n+k k
—\ 2 T (k+1) I (n+k+1)
s pouzitim dokazanej vlastnosti gama funkcie /"(p+1)=p/l (p). Takto mdzeme prepisat’

vyrazy pre hl'adany rozdiel v tvare:

Ly (%)= 1, (x)= g(g)mk—l {F(k+1)llf(n+k+l)}'

, . . , X
Vynasobenim obidvoch stran — dostaneme:

2n
n+2k
)

X
Z[[’H L ]z (k+1)I (n+k+1)_]”(x)’

0

¢o dokazuje platnost’ vyssie uvedeného predpokladu.

Viastnost' 3

)=2[1,, 1. (x)]. (2.7.6)

o : . . (X
Ked spocitame rovnice (2.7.5) a vezmeme cleny s rovnakymi mocninami (Ej’ dostaneme

analogicky:

Ly ()44, (x) = g[gjnﬂl{_I {F(k+1’;;?];+k+l)} '

Dalej, derivovanim rovnice (2.7.2) mame:
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n+2k-1
X
_in+2k (2)

&2 (k) (n+k+1)

Lahko wvidiet, ze prava cCast poslednej rovnice sa odliSuje od pravej cCasti rovnice

predchéadzajucej len povahou ¢lena %, preto:

I(x)=2[1,,(x)+1,,(x)].

¢o bolo potrebné dokazat'.

Dosledky odvodeného vzorca dostaneme, ked polozime n=0 asvyuzitim (2.7.1)
I, (x) =1, (x) :
Ii(x)=1,(x).

Treba podotknt’, Ze pri dokazoch podmienok nebolo potrebné. aby # bolo celym cislom.

Analogické vlastnosti je mozné dokézat’ aj pre funkciu K, (x) Vyjdeme z definicie

funkcie K, (x):

2 sinnwz

a mozZeme pisat’:

_%[L(nn)(x)_ ]_7[1 n+1 ]

b4
K = — =
! (x) 2 sinnmw
_ _i Z ]7(n+1) (x) _In+l (x) _z ]—(n—l) (x) _]n—l (x)
2n| 2 sinnrz 2 sinnz .

Pretoze okrem toho:
Sin(n +1)7r = SIN NI CoS 7T + Sin 71 coS NIT = —SINNTT,
sin(n—1)7 = sinnz cos m—sinz cos nx = —sinnr,

tak poslednd rovnica mdze byt prepisana nasledovne.

et at) £ 1]

K __r x
"(x) 2 2 sm(n+l)7r +2 sin(n—l)ﬂ

n

= K, ( )+Kn+1( )]

2n

Analogicky mozno dokazat,, Ze:
K/ (x) ———[K (x)+K,.,(x)].
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Dosadime n =0 a dostaneme:

, 1
K;(x)= _EEKA (x)+K, (x)] :
Pretoze K_ (x)= K, (x) o om samdzeme presved¢it' z definicie funkcie K, (x), tak kone¢ne:

K;(x)=-K,(x).
Grafy tychto typov Besselovych funkcii (nultého, prvého a druhého radu) st zobrazené na Obr.

4 a Obr. 5.
30 =

1y (x)

25

f(x)
1

10

Obr. 4: Priebeh Besselovych funkcii 7, (x), /,(x) a ¥, (x).
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K, (x)
45 = I K] (x)

K
40 - 2 (%)

35

30 o

()
&
1

20 4|

15 4|

Obr. 5: Priebeh Besselovych funkeii K, (x), K, (x) a K, (x).

2.8 Integralne vzorce pre Besselove funkcie

Vo vyraze urujicom vytvarajucu funkciu:

X x1

u=ele 21,

polozime ¢ =¢". V takom pripade, s prihliadnutim, Ze funkcia u moZe byt vyjadrena radom
(2.6.3), budeme opravneni napisat’:

X o
,(elw_e ip

u=e?

) = i J,(x)e".

n=—0

S vyuzitim Eulerovho vzorca pre sin ¢, moéZzeme tto rovnicu vyjadrit’:

U= eixsingo — i J,,, (x)einq; )
=—00

Obe strany poslednej rovnice vynasobime vyrazom e “’d¢ a integrujeme v hraniciach 0 az 27

2z

27 o
J‘e[(xsinqyfkq))dgo: J‘ Z Jn (.X) ei(nfk)godqp‘

0 0 n=—o0

Pravu stranu rovnice integrujeme per partes a vzhl'adom na vlastnosti:
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Tei(n—k)wdq):{ 0 ak k#n

0 2r ak k=n
dostaneme:
2r
J‘ ei(xsin(p*”lf/’)d¢ =2 Jn (x) ,
0
z ¢oho:
J,(x)= iTe”‘“””“"”“’)dqo : =D
" 2

0
Ked budeme ¢islo x povazovat za redlne a integrovanu funkciu opit’ rozlozime pomocou
Eulerovho vzorca, m6zeme porovnat’ realnu zlozku tohto rozkladu s l'avou ¢astou rovnice
(2.8.1) a dostaneme:
1 2z
J, (x)=gj.cos(xsin(p—n(0)d(o, (2.8.2)

alebo

J

)1

élIH

Icos xXsing— ngp)dgo (2.8.3)
0
V poslednom vyraze polozime n =0 a dostaneme:
175 ,
Jy (%) =—Icos(xsm p)dy,
4 0

¢o moézeme d’alej prepisat’ nasledovne:

) 2
J, (x)=—Jcos(xsin¢)d¢ (2.8.4)
4 0
Zavedieme novu premennu vztahom sing=v zoho do= a dostaneme pre d’alSie
cos @
kroky dolezity vzorec:
2 ¢ cos(vx
:—j ( )dv (2.8.5)
T 0 1- V2

Vzorec analogického tvaru mézeme dostat’ pre funkciu 7, (x) Pri dokaze sa vratime

K virazu (2.8.4):
52
Jo(x)= —Icos(xsin p)dy.
T 0
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Vdaka parnosti funkcie kosinus, posledny vyraz mdze byt vyjadreny nasledovne:

J, (x): cos(xsingo)dgo.

1
7Z'

N\N'_‘N‘N

K pravej casti pripo¢itame nulu v tvare integralu z vhodnej neparnej funkcie na symetrickom

intervale:

~
—_

[

~

Il
3 |-
—to [y

[N

1 2

cos(xsm(p d(p—z—jsm xszn(p =
T
2

2
lzl: — :Id l% —ixsin(pd
n -[z CcoS XSU’Z(D) ZSZI’Z(.X'SU’Z¢ Q= n J;e Q.
2 2

V poslednej rovnici zamenime x za ix a potom, pretoze J, (ix) = I, (x), dostaneme:

exsin(pdqo )

zo(x):%

NW'——,N\N

Nakoniec urobime substiticiu sin@ =v, priCom d@ = cj:(o = \/lcﬁ}vz , a dostaneme konec¢ny
vyraz:
Io(x)zlj ¢ —dv. (2.8.6)
T5N1=v

l j (2.8.7)
4 1
Este uvedieme bez odvodenia integralny vyraz pre funkciu ¥, (x):
:lj cosxv . (2.8.8)
T 1 V 1

V teorii Besselovych funkcii ma velky vyznam esSte jedno ich integralne vyjadrenie (pre
Besselove funkcie prvého druhu). Budeme opét’ vychadzat’ z vytvarajucej funkcie (2.6.3):

= eg(%j = i J, (x)t

n=—00

Dosadime ¢ =ie™’ a potom posledny vyraz prejde do tvaru:
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X

el5(67w+ei9) — i Jn (x)l-ne—ing .
n=—w

Obidve strany rovnice vynasobime e "’d$ a integrujeme podla 9 od 0 do 2. V pravej Casti
po integracii zmiznl vSetky ¢leny okrem jedného, nakol’ko:
. 0 ak n#m
I e—l(n—m)gdlg _ {

0 2r ak n=m

Preto dostaneme:

2z
inJ (x) — ZL eixcosSeinSdlg )
4 0

Cast integrovanej funkcie mozeme vyjadrit’ goniometrickymi funkciami:

2r
:L e’“”‘“g(cosn9+isinn3)d9:
27 s,
1 2r . 2z

. 1 . .
=— | ™% cos n9d 3+ — I ™ sinndd 9.
27w 2w

(2.8.9)

Teraz ukazme, ze druhy integral v pravej Casti rovnice je rovny nule:

. 27 H ” z
I ; . l ‘ ; ‘ ]
J' e sinn9d 9 = — J.e”‘c”s“Q sinn%d 9+ J "’ sinndd 9 | .
2 s, 2| e

V druhom integréli zavedieme novu premennu ¢ vztahom ¢ =27 -9, z coho cos $=cos ¢ a

sin(nd)=—sin(ngp), d9=-dp anakoniec dostaneme:

2z 0 Vg
ixcos9 - X €O . iX COS .
I """ sinn3d 9 = J‘e’“(’"" sinnpdp = —I e’ sinnpd .
T

0 0

Zmenou oznacenia integracnej premennej ¢ =9 mozeme posledny integral napisat’ v tvare:

T
- I "% sinn9d 9.

0
Takto mdézeme povazovat’ nasSe tvrdenie o rovnosti druhého integralu v rovnici (2.8.9) nule za

dokazané. Preto bude platit’ rovnica:

2z
i"J, (x):—J‘eixcosg cos n9d 9. (2.8.10)

0

[S—
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2.9 Urdité integraly s Besselovymi funkciami

V aplikacii Besselovych funkcii k rieSeniu niektorych uloh aplikovanej geofyziky sa
casto vyskytuju urcité integraly vyrazov, obsahujicich tieto funkcie. K najdolezitejSim
integralom tohto typu sa radi aj Weberov — Lipschitzov integral. Tento integral sa uvadza

v dvoch tvaroch:

Ie_szO(rx)dx:—, (2.9.1)
0

zTCOS(ZJC)KO(rx)dx=;. (2.9.2)
r

Pri dokazovani prvého vzorca si pomozeme integralnym vyjadrenim pre funkciu J, (rx) , ktora,
ako uz vieme, ma tvar:
1 T
= —Icos rxsmgp do.
4 0

Dosadime tento vyraz do l'avej asti dokazovaného vzorca a dostaneme:

]?e"”J0 (rx)dx = T (l]{ (rx sin ga)dgo} dx,
0 0 2 0

alebo, po zameneni poradia integrovania:
I ”J :—Idgo'[ " cos rxszn(p)d
0

RieSime integral podl'a x, a s pouzitim Eulerovho vzorca dostaneme:

zrxsin(p —irxsing
+e

A o=
0

2

__Id¢Ie—zx (eirxsin(p +e—irxsin(p)dx —
0

T B (—z+irsin(p)x (—z—irsin(p)x @
[ S—
2ry | —ztirsing —z—irsing .
17 [ 1 17 2 f
=—[dp| ———+—— } wo I 4
2ry | z—irsing  z+irsing 27r 2 +r’sin’ @ 7[02 +risin* @

Posledny integral moZze byt rieSeny nasledovnym spdsobom:

z
2

z i do _ 2z do
2

2 .2
V4 z+rsm(o Tz +risin @
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nakol’ko integrovana funkcia  je parna. Dosadime tigp=t, pricom

dt dt : 2
do=cos¢dt= —=——, sin’ @= ‘g (6 =—— a dostaneme:

l+1g°p 1+t l+tg7p 1+t
z d(o 2z°° dt 2z 1 2 +7
_j T, o arctgt-\|—— | =
7Z'OZ + 7% sin’ go Tz +(r +z )t T | z4z% 4+ 2 z .

_ 2z 1 T 1
T Z\/22+r2 2 \/22+r2

¢im je dokaz ukonceny.
Druhy z uvedenych vzorcov ((2.9.2)) mozno vyvodit’ analogickym sposobom. Do l'ave;j

Casti dosadime K (rx) v integralnom tvare (2.8.7):

© —rxv

2 2% T oe
— | K, (rx)cos(zx)dx = cos(zx dv
ﬁ! 0( ) ( ) ”l ( Jl- 71

2

a zamenime poradie integrovania

s OS

2 e

Pouzijeme rovnaky spdsob integracie, aky sme pouzili pri odvodeni predchadzajiceho vzorca:

1 1 re 1 1
I (rx)cos(zx) J-\/ — ( . rv+izj v 71"!‘\/\/2—1 22
Posledny integral typu I (Zﬁ rieSime s dosadenim +/t—1=y, pricom
at + t—

dt =2ydy,at+b=a(t—1)+a+b=ay’ +(a+b) aintegral dostane tvar:

2ydy

B a
J.[(a+b)+ay ja+b+ay \/E\/a+ arclg y'

Vratime sa k pévodnej premennej a dosadime hranice:

ETK (rx)cos(zx)dx =

5 (r\/r +z°

¢o bolo potrebné dokazat’.

arcz‘g

ﬁlj_ 2z 1
0

T pNr? +2° 2 ro+z

r
N+ 22

Ked’ vo vzorci (2.9.1) dosadime z = ai, tak ho bude mozné vyjadrit’ vo dvoch tvaroch:

J.e’””J0 (rx)dx=;, (2.9.3)
0

2 2
r-—a

pri » > a alebo
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J.e’””‘JO (rx)dx = —% (2.9.4)
0 a’—r

ked r <a. S pouzitim Moivrovho vzorca, moézeme posledny vyraz prepisat’:

T 1

IJO(rx)(cosax—isinax)dx=ﬁ, r>a,
0 r—a

alebo
< i
IJO(rx)(cosax—iSinax)dx:—ﬁ, r<a,
0 a —r

z ¢oho sa bezprostredne odvodia tzv. Weberove nespojité integraly:

o ; akr>a

,[JO (rx)cos axdx =< r* —q* , (2.9.5)
0 0, akr<a

. 0, akr>a

IJo(rx)smaxdxz 1 Cakr<a’ (2.9.6)
0 at—r?

Nakoniec derivovanie vyrazu (2.9.1) podla z a podl'a » nam dé eSte dva dolezité vyrazy pre

aplikaciu:
]Exe”J0 (rx)dx = = 3
0 (rz +2° )5
B (2.9.7)
J.xe’”J1 (rx)dx = ;3
0 (rz +2° )E

V niektorych pouzitiach Besselovych funkcii k rieseniu aplikovanej geofyziky sa

stretneme s integralom:
L= J.e’”J1 (rx) dx, (2.9.8)
0

alebo po zamene poradia integrovania,

L:ljdwje_zx cos(rxsingp—g)dx .

7[0 0

Funkciu cos (rx sin@— @) prepiseme podl'a Eulerovho vzorca:

42



T 00 irxsing —irxsing
+e

L=%_(|;d(/7_([e_zxe 5 dx =

_ i"i d(p{e_,-(p ]E oS}y g i T o zHirsing)s dx}
0

0 0

RieSime integral v hranatych zatvorkach:

T —~(z—irsing)x ® —~(z+irsing)x @
L:L.[Ckﬂ T E R
27y, —(z—lrsmgo) . —(z+lrsm(p) .

alebo, po dosadeni hranic:

z —ip ip
L:L ¢ + ¢ do.
2\ z—irsing z+irsing

Ked’ teraz vyraz v okrahlych zatvorkach uvedieme na spolocného menovatel’a, dostaneme:

. _L]E[(e”/’jte"”)Z—irsingo(e"’ _eiw)]d(o,

27y, 2 +risin’ @

alebo, po pouziti Eulerovho vzorca:

V.4 .2 V.4 V4
L:lj. zcos@+rsin” @ _lj zcosp +lJ-
7[0 ﬂ-O

2 2 .2 2
o\ Z Hrisint @ 22 +r’sin’ @

2rsm 1) dp. (2.9.9)
2 +risin’ @

Prvy z integralov v pravej Casti rovnice mdze byt napisany nasledovne:

1% zcos z| 3 cos cos
—f L —ap== J—z L dp+ [ 2 —dp
2 +risin’ g z|yz 2t +risin’ @

+
~
)
g
S
¥
<
NN

Ked v druhom z integralov dosadime za premenni ¢ premennu ¥, tak, Ze spolu stvisia

vztahom y=7x—-¢, prilom dp=-dy a cosp=cos(x—-y)=—cosy  a

sing = sin(z —y) = siny , dostaneme:

cos @

2 2 .2 2 )
z-+rosin @ z +r szngp +r sznl//

[N ——

T
0 2
cos ¢ cost//
|7 do= o
z 0%
2

Pretoze v odvodenom integrali mozno zamienat oznaCenie premennej podla ktorej

integrujeme, dostaneme:

17 ZCOS(p z|3 cos @ 2 cos @
— dp=— dp— | ——————dp |=0. 2.9.10
7['([224-7' sin® @ 4 V4 '0[22+r2Sin2(0 ¢ -([22+r2sin2q7 4 ( )
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Druhy integrdl rovnice (2.9.9) sa moze ziskat dosadenim gp=z, pricom

2
,sin> ¢ =—— a dostaneme:
1+1¢

do = cos” pdt, cos” ¢ = ! -
1+¢

17t rsinfp _2% rsin® @ 2r t*
7r‘(|). ’ @ _ﬂ}[ ’ 4 J-(1+t )[22+(22+r2)t2]dt'

2+’ sin’ @ 22 +risin’ @
Metodou neurcitych koeficientov mézeme posledny integral vyjadrit’ takto:

© 2 2 1 o 2 ©
= f dr=~ _j—-z—zjz t
71'0(1+t2)[22+(22+r2)tﬂ T|r 1+¢*) r 4 + Z +7?
Prvy z integralov pravej casti sa je tabulkovy a hodnotu druhého sme uz nasli pri odvodeni

. . 1
Weberovych — Lipschitzovych vzorcov (z—j . Preto:

2 222+t

2r ¢ 2 2z z | 1 z
—— dt=—| ————=—|=—| | ——|. (2.9.11)
ﬂ'o[(1+t2)[zz+(zz+r2)t2] zr {2 o+ 2} ”( \/r2+zzJ

Po dosadeni hodndt integralov (2.9.10) a (2.9.11) do vzorca (2.9.9) kone¢ne dostaneme:

° 1 z
e ™J, dx=—|1-—|. 2.9.12
'('). ()= 7”( \/r2+zzj ( )

Integrovanim Weberovho — Lipschitzovho vzorca podl'a z od 0 do z, dostaneme pre I'avu Cast’:

© Ly 1y

Te”J (rx dxdz—_[J rx) I dz = Tl_i Jo (rx)dx,
0 0 0

a pre pravu:

z

j 1 ds—InZ N
——dz=ln—.
Y 7"2 + 22 r

Preto mozeme napisat’ rovnicu:

0

—zX [ 2 2
Il_e Jo(rx)dx:lnu.

0 X r

Dosadime v nej z=ia a dostaneme:

. [ 2 2
ia+~Nr - —a

%] griar lnf, pre a<r
j Jo (rx)dx =
o X ia+Na*—r’
In————, pre a>r
r

Ked integral v 'avej Casti poslednych rovnic vyjadrime v tvare:
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J-l—cosax+isinax J (rx)dx

g x
aprepiSeme ich pravé Gasti pouzitim vztahov In(x+iy)=In\x*+y* +i arctg? a
X

. T
Inix=Inx+i 5 dostaneme:

. a . . a
1+larctgﬁ=1+zarcsm—, pre a<r

t1—cosax+isinax r’—a r
j Jy (rx)dx =
0 X a+Na*-r* x
1n—+15, pre a>r.
,

Porovnanim redlnych a imagindrnych cCasti tychto rovnic medzi sebou prideme ku vztahom:

I, pre a<r

IHﬂJO(Fx)dx: a+a’—r’
o X In—————, pre a>r
r

(2.9.13)

.a
arcsin—, pre a<r
r
Jo (rx)dx =
i >
—, pre a>r.
2

o0 .
I Sinax

0 X

V tychto vzorcoch predpokladajme, ze a a r st kladné.

Analogicky, integrovanim podl'a x od z do oo obidvoch €asti rovnice:

¢ 1 z
e J(m)dx=—|1-— |,
}[ 1( ) ’”( Nz* 7 J
dostaneme:
Ie—J )dx =— [ \/zz+r2T.
0o X z

Pri dosadeni hornej hranice v pravej Casti dosiahneme neurcitosti, ktorti ked’ rieSime néjdeme,

ze hodnota rozdielu v hranatej zatvorke pri tejto hranici rovna nule. V takomto pripade:

0 _—zy 2 2
.[e_Jl (rx)dx _Nz *r -z
0 X

r

Ked dosadime z =ia, kde a je kladné ¢islo, dostaneme:
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Nri—a? —ia

% riax —,pria<r
J, (rx)dx = i (2.9.14)
o X Nat-r*-a .
I————, pria>r.
r

X

Po dosadeni za e '“* veli¢iny cosax a sinax, dosiahneme podobne, ako sme spravili

v predchadzajucom pripade:

2 2
o r-—a
cos ax ——, pre a<r
I . J, (rx)dx = , p
0 0, pre a>r
a (2.9.15)
. —, pre a<r
sinax r
—J, (rx)dx =
;[ X () Na’—r’ —a
—, pre a>r
,

Nakoniec este ziskame niekol'ko Specidlnych vyrazov urcitych integralov s Besselovymi
funkciami, ked’ dosadime z =0 do Weberovho — Lipschitzovho vzorca a vzorca (2.9.1). Prvy

vzorec v tomto pripade bude:

o0

on(rx)dx=l, (2.9.16)
r

0

alebo pri r =1

0

[y (x)de=1.. (2.9.17)

0

Analogicky zo vzorca (2.9.12) dostaneme:

o0 o0

IJl(rx)dx=% a IJl(x)dx=1.

0 0

2.10 Diferencialne rovnice veduce k Besselovym rovniciam
V predoslom texte sme sa stretli sjednym tvarom diferencidlnej rovnice, zhodnym
s Besselovou rovnicou, ktora sme potrebovali k definovaniu funkcii /(x) a K(x). Tu sa

budeme zaoberat’ radom d’alSich rovnic, veducich k Besselovym rovniciam v ich zdkladnom
tvare.
V Besselovej rovnici

2 2
d—f+ld—y+ - y=0,
dx*  xdx
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ktorej partikularnym rieSenim je funkcia J, (x), zavedieme novu funkciu vztahom y =

V takom pripade je
dy z 1 dz
d 2xlx wds
a
d’y 3 z 1 dz 1 dz 1 d°z

dx* 4x2\/_ 2x\/_dx 2x\/_dx \/—dx

3 =z ldzld2

4 x x\/_dx Jx a

Ked’ dosadime tieto vyjadrenia prvej a druhej derivacie do pévodnej rovnice dostaneme:

=0.

ldzzldz3z 1 dz z(#]z

TE_FE 4x2\/— wx dx 2x3x Jx

A - V| : . :
Po zluceni podobnych ¢lenov a vykrateni — prejde posledna rovnica na tvar:

NS

2 2
d f+ 1+1 42’7 z=0.
dx 4x
Tato rovnica ma svoje partikularne rieSenie:
z=+/x- J, (x) .

Speciélne je teda mozné ukazat’, Ze partikularnym riesenim rovnice
d’z 1

s+ 1+—12=0
dx 4x

z:\/;-Jo(x).

Z vel'kého poctu rovnic, veducich k Besselovej rovnici, ukdZzeme eSte nasledovné:

2 —
Iy 1m2pdy, mztzxzmw »=0
dx x dx

je

ma partikularne rieSenie:
y=x"J, (mxt) :

Rovnica

&y 1-2/(x) {[f ()] + dfd(xx)H_f(X)_i}y:o

dx2 X

Nl
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ma svoje partikularne rieSenie:

kde f(x) je l'ubovolna funkcia.

Priradenim r6znych hodndt parametrom p, m a ¢ vo funkcii f (x), mozeme vytvorit

vel'ké mnozstvo rovnic, ktorych rieSeniami st Besselove funkcie.

2.11 Asymptotické vyjadrenia pre Besselove funkcie

Pri pouziti Besselovych funkcii k rieSeniu niektorych uloh praxe mame ¢asto do ¢inenia
s ich vyjadrenim pre velké hodnoty argumentu. Vypocet tychto ¢astych hodnot vSeobecnymi
vzorcami je menej praktické, nakol’ko si to vyZaduje sumaciu vel’kého poctu ¢lenov radu a preto
nahradime pomaly konvergujice rady pre Besselove funkcie takymi funkciami, ktoré by
podavali dostato¢ne presné hodnoty Besselovych funkcii s niz§im vypoctovym ¢asom.

Vhodné je pre Besselove funkcie zaviest’ asymptotické vzorce. Nebudeme sa zdrziavat
odvodzovanim tychto vzorcov, nakolko to nie je predmetom naSich zdujmov a je pomerne
zlozité. Dame tu len navod k asymptotickym vyrazom najcastejSie sa vyskytujucich
Besselovych funkcii. Spdsoby odvodenia asymptotickych vzorcov sa zvyCajne nachadzaju
v monografiach venujucich sa Besselovym funkciam.

Pre vel'ké hodnoty argumentu su ddlezité nasledovné priblizné rovnice:

Jo(x)z\/%sin(x+%j, Q2.11.1)

2 ) V4 T
Jo(x): ;{Po(x)sm(x-i—z)+Qo(x)cos(x+zﬂ, (2.11.2)
kde
Po(x):l_ . 2t 1054"'
2./(8x) 4/(8x)
1 15

J, (%)= i{l’l(x)sin(x—%j+Ql(x)cos[x—%ﬂ, @.113)

kde
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15 14175
B(x)=1+ -
() 2/(8x)" 4/(8x)’
3 315
0(*)= 15~ 31(8x)

Y, (x)= % _—PO (x)cos (x+%j +0, (x)sin(x+%ﬂ, (2.11.4)
Y, (x)= % —Pl(x)cos[x—%j+Ql(x)sin(x—%ﬂ, (2.11.5)

kde B (x), 0, (x), F(x).Q,(x) maji tie isté hodnoty, ako vo vzorcoch pre J, (x) a J, (x).

Dalej
I,(x)= ;x o (%), (2.11.6)
T —x
K,(x)= E-e z,(x) (2.11.7)
kde
1 3
=1
1 3
z,(x) = _1/8x+2!(8x)2 ..
a
I(x)= ;ﬂx n(x), (2.11.8)
T —x
K (x)= >o¢ z,(x) (2.11.9)
kde
3 15
—1- .
pl('x) 1/8x+2/(8x)2
3 15

4.

z, (x) =1+ 118 + 2/(8x)2
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3. Aplikacia Besselovych funkcii

3.1 Rovinné rozhranie v poli bodového zdroja

Jedna z hlavnych tloh teérie geoelektrického prieskumu je tloha o rozdeleni potencidlu,
vyvolaného bodovym zdrojom prudu, umiestenym vo vodivom priestore, rozdelenom
rovinnym rozhranim na dve Casti s r6znou elektrickou vodivostou. Tuto ulohu, Casto rieSenu
metodou zrkadlenia, budeme riesit’ s vyuzitim Besselovych funkeii.

Nasu ulohu sformulujeme nasledovne: RS je rovinné rozhranie, oddel'ujtice prostredie so
mernou elektrickou vodivostou o; od prostredia s mernou elektrickou vodivost'ou o2 (Obr. 6).
V kolmej vzdialenosti 4 od rozhrania je bodovy zdroj pradu /. Treba néjst’ vzorec pre rozdelenie

potencialu v obidvoch prostrediach, vyvolaného tymto zdrojom.

ol h

02

Obr. 6: Schéma rovinného rozhrania

Z teorie geoelektrického prieskumu vieme, Ze potencidl v celom priestore, s vyluc¢enim
bodu A, musi vyhovovat’ Laplaceovej rovnici. Preto, s oznacenim potencidlovych funkcii
v prvom a druhom prostredi ako ¢; a @2, mézeme napisat’:

Ap, =0 a Ap, =0.
Vzhl'adom na symetriu rieSenej ulohy je jasné, ze hl'adané¢ funkcie ¢; a ¢> budl zavislé na
dvojici cylindrickych premennych: vzdialenosti » os osi symetrie a vzdialenosti z od roviny
prechadzajucej pociatkom systému a rovnobeznou s rozhranim. Preto funkcie ¢; a 2 mézeme

v obecnom pripade napisat’ takto: ¢, (r, z) a g, (r, z) . Treba podotknut’, Ze za os z bola zvolena

priamka, kolmé na rovinu RS prechadzajica bodom 4. Kladny smer povazujeme v smere od

bodu 4 k rovine RS.
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Laplaceova rovnica v cylindrickych suradniciach, ako je zndme, ma tvar:
Ou 1ou ou u _

—t——+—+ =0.
or* ror 0z 0¢

Ked ¢; a ¢> vyhovuju Laplaceovej rovnici, tak po ich dosadeni za u do predoslej rovnice,

musime dostat’ rovnice dve:

g, +18(p1 +62¢1 —0
or* ror 07

2 2

0 (022 +l(3(02 +8 (pzz ~0
or r or Oz

Op 0o,

Posledné ¢leny Y a = st vynechané, pretoZe, v dosledku uvedenej vlastnosti symetrie,

st identicky rovné nule. Po tychto v§eobecnych tivahach ohl'adne funkcii ¢; a @2 prejdeme k ich
detailnejSiemu analyzovaniu.
Funkcie ¢; a 9> musia mat’ nasledujtce vlastnosti, aby vyhovovali vS§etkym podmienkam
potencialovych funkecii:
1. Funkcie ¢; a @2 sa musia blizit k nule so zvidc¢Sovanim vzdialenosti od pociatku
stradnicového systému
2. Funkcia ¢, musi mat’ konecna hodnotu vo vSetkych bodoch prostredia s vodivostou a2,

funkcia ¢; musi byt’ konecnou vo vsetkych bodoch prostredia s vodivostou o, okrem
e . 1 . . , .
bodu 4, kde sa musi stavat’ nekonecnou typu rE kde R je vzdialenost’ bodu od pociatku

suradnicového systému.

3. Narozhrani RS funkcie ¢; a > musia mat’ tieto vlastnosti:

(] (r’Z)z:h =P, (r’Z)z:h ’

3.1.1
6(8_40) zgz(%j | G-11)
aZ z=h 62 z=h

Na rieSenie Laplaceovej rovnice pouzijeme Fourierovu metddu separacie premennych, teda

hl'adané rieSenia pre funkcie ¢; a p> budeme uvazovat’ v tvaroch:

o (r.z)=u(r)v,(2),

@, (r.z)=u,(r)v,(z).
Dosadenim tychto tvarov funkcii do Laplaceovej rovnice, dostaneme:

v(z) azaur(;) + V(Z) auaEf) +u(r)% =0.

r
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Vynechali sme indexy (1) a (2), pretoze pre kazdu z hl'adanych funkcii dostaneme rovnaké
rovnice a teda ich uvadzame vo vSeobecnom tvare. Vydelime poslednt rovnicu vyrazom u -v

a dostaneme:

1 ﬁzu(r) 1 6u(r) 1 82\/(2)
+ + =0.
u(r) or’ ru(r) or v(z) oz
Vidime, ze ziskand rovnica vyjadruje rovnost nule dvoch, na sebe nezavislych funkcii,

z ktorych prvé zavisi len na premennej 7

a druha len na premennej z:

v(z) oz’
Takato rovnost’ je mozna len vtedy, ked kazda z Casti je rovna tej istej veliine, nezavislej od

a z, liSiacej sa len znamienkom. Tuto skuto¢nost’ méZeme zapisat’ takto:

0’ 0
L qulr), 1 ) . (3.1.2)
u(r) or ru(r) or
82
! V(zz)zmz. (3.1.3)
v(z) 0z
Po jednoduchej uprave a s vynechanim argumentov kvoli prehl’'adnosti, dostaneme:
2
5_’;’+la_“+m2u:o, (3.1.4)
or”- ror
2
a—l}:mzv. (3.1.5)
oz

V prvej znapisanych rovnic spozndvame Besselovu rovnicu, ktorejrieSenim je Besselova
funkcia prvého druhu, rddu nula a argumentu m-r, t.j. méZeme partikularne rieSenia rovnice

(3.1.4) vziat’ funkcie:
Jo(mr) a ¥, (mr).

Druhé rovnica sa rie$i pomocou exponencidlnych funkcii:

Preto pri zostaveni vSeobecnych rieSeni Laplaceovej rovnice teda spolu uvazujeme funkcie:

Jo(mr)e™, J,(mr)e™ Y, (mr)e", Y, (mr)e™ .
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Vzhl'adom na vyssie spomenuté vlastnosti h'adanych rieSeni, musime vylucit’ cleny obsahujice
funkciu ¥, (mr) , nakol’ko v opaénom pripade by pozdiz osi z neplatila podmienka kone&nosti
potencialov. V désledku tejto ivahy skumané funkcie ¢, (7,z) a @, (r,z) mdzu obsahovat’ len
funkcie:

Jo(mr)e" a J,(mr)e™ .
Vseobecné riesenie ziskame ako linearnu kombinaciu partikuldrnych rieSeni. Vzhl'adom na to,

ze ¢islo m volime l'ubovolne, tak pouzijeme integralne vyjadrenia:

A(m)J, (mr)e"“dm,

O ey 8

IB(m)JO (mr)e™"dm.

y . C o y 1 o , o .
PretoZe funkcia ¢, (r, z) sa musi stdvat’ nekonecnou typu z v pociatku suradnicového systému

a nakol’ko pre prvé prostredie z < %, t.j. z nenadobuda nekone¢nych kladnych hodndt, mézeme

pre tato funkciu napisat’ vyraz:

o0

o (r.z)= L,[JO (mr) e"”dm+TA(m)J0 (mr)e"“dm, (3.1.6)

0

kde L je konStanta, podliehajica urceniu z podmienok Ulohy a prvy integral podla (2.9.1)
(Weberov — Lipschitzov integral) ma hodnotu rovna % .

Pre funkciu ¢, (r,z), v désledku skutoénosti, Ze Elen obsahujiici e”* pri hodnotich z — o

rastie bez obmedzenia a sucasne s tym sa ¢, (r, z) musi bliZit' k nule so vzrastajiicim z, musime

napisat’ rovnicu:

00

0, (r.z)=[B(m)J,(mr)e " dm. (3.1.7)

0

Na koneéné urcenie funkcii ¢, (r,z) a ¢,(r,z), je potrebné uz len najst vyrazy pre veli¢iny
A(m) a B(m). Tieto ziskame z podmienok platiacich na rozhrani (3.1.1). Preto polozime vo

vyrazoch (3.1.6) a (3.1.7) z=h amusime dostat’ rovnaké hodnoty pravych Casti obidvoch

Vyrazov:

£JJO(ml’)e—mhdm-i-jA(m)JO(m,,.)emhdm:J'B(m)JO (I’I’ll’)e_mhdm_
0 0

0
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Tuto rovnicu mozno napisat’ v tvare:

[Le*'”h +A(m)e™ —B(m)e""h}J0 (mr)dm=0.

© ey 8

Nakol’ko toto musi byt’ splnené pre kazdé r, tak z toho bezprostredne vyplyva podmienka:
Le ™ +A(m)e'"h —B(m)e_’"h =0 (3.1.8)
ktorii je mozné povazovat’ za rovnicu na uréenie 4(m) a B(m). Druhi rovnicu dostaneme

z druhej hrani¢nej podmienky. Derivujeme vyrazy (3.1.6) a (3.1.7) podl'a z a dostaneme:

% = —L_([mJO (mr)emzdm+£mA(m)J0 (mr)emzdm

% = JmB(m)Jo (mr)e”“dm

().l
aZ z=h 62 z=h

—.Edljmlo (mr) e‘"’hdm+01JmA(m) Jo (mr)e™ dm = gzij(m) Jo(mr)e ™ dm,
0 0

0

Preto podmienka
dava:

alebo
I Loe™ —o,d(m)e™ —O'ZB(m)e””h]m]()(mr)dm=O.
0
PretoZze i tato rovnica musi vyhovovat’ pre kazdu hodnotu 7, tak dostaneme:
Loe™ —oA(m)e™ —o,B(m)e™ =0 (3.1.9)

Riesime rovnice (3.1.8) a (3.1.9) vzhladom na A4(m) a B(m) a dostaneme:

A(m) — -£ 61 _0-2 e—th
O'1+(72
2 —
B(m)= L2 L(luj
O'1+(72 Gl+02

o 0,—0, ., . , - 4. . .
Ozna¢ime pomer ——2 pismenom k a posledné dva vyrazy vyjadrime jednoduchsie:
o, +o
1 2

A(m)=L ke,
B(m)=L(1+k).
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Po dosadeni ziskanych hodndt 4(m) a B(m) do vyrazov pre potencidly ¢, (r,z) a ¢, (r,z)

dostaneme:

o (r.z)= LJ. Jo (mr)e " dm+ kLJ. Jy (mr)e?" e dm,
0 0

00

o, (r.z)=L(1+ k)IJO (mr)e™"*dm.
0
Upravime prvy z vyrazov:

00

0.(r,2) = L[ J, (mr)e =dm+ kL[ J, (mr)e " dm
0

0
a s pouzitim Weberovho — Lipschitzovho integralu mézeme tento vyraz prepisat’ do formy:

o(rz)=Er—E (3.1.10)

R +(2h-2)

kde R=~7r’+2z" . Vyraz pre ¢, (r, z) moze byt’ analogicky upraveny na tvar:
o, (r.z)=L—. (3.1.11)

Pre malé hodnoty R (r — 0,z — 0) vzorec (3.1.10) musi davat’ hodnoty potencialu blizke

hodnotam pol'a, neovplyvneného existenciou rozhrania, t.j.:

L
PN Z) =0 =
[ 1( ):|z=8 4roR
a veli¢inu £ mdzeme potom urcit’ rovnicou:
1L Ip
dro, 4Ar

V poslednom vyraze bola zavedena veli¢ina merného elektrického odporu p; pomerom:
1
P=—
0,
Pouzijeme ndjdentl hodnotu pre £ a mdézeme upravit’ rovnice (3.1.10) a (3.1.11) na konecny

tvar:

L) I S k , (3.1.12)

4z \/’”2‘4‘22 \/r2+(2h—z)2

o (r.z)=

Ip, 1+k

goz(r,z)—zm. (3.1.13)
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Vysledok mozno sformulovat’ nasledovne:
1. Potencial bodovej elektrody v prvom prostredi sa sklada z potencialu tejto elektrody
v homogénnom nekonecnom prostredi a z potencialu zdroja, umiesteného v obraze
skuto¢ného zdroja vzniknutého zrkadlenim na rozhrani, davajuceho prad skutocného
zdroja, nasobeny veli¢inou k.
2. Potencial v druhom prostredi méze byt vypocitany podla vzorca potencialu

v nekone¢nom priestore, ale s pradom zdroja nasobenym (1 + k) .

Tento vysledok dostaneme obycajne kratSim, no menej analytickym a viac intuitivnym
spdsobom zrkadlenia zobrazeni. Ulohu sme rozobrali preto osobitne podrobne, pretoze pouzita
metdda rieSenia sa javi dostatocne typickou a to nam d’alej uSetri miesto pre malo dolezité

detaily rieSenia.

3.2 Urcenie potencialu bodového zdroja pre n horizontalnych rozhrani

V tedrii vertikdlneho elektrického sondovania je dolezitd tloha o rozdeleni potencialu
vyvolané¢ho bodovym zdrojom umiestnenym na rozhrani zem-vzduch, za existencie r6znych,
réznym Specifickym elektrickym odporom sa vyznacujlcich prostredi, oddelenych od seba
rovinnymi rozhraniami. Tuto ulohu sa poktsime riesit. Naformulujeme ju nasledovne: na
povrchu je bodova elektroda, sytena pridom 7, pod povrchom v hibkach A1, Aa, ..., b, s rovinné
rozhrania, rovnobezné s povrchom oddelujuce od seba prostredia so mernymi elektrickymi

odpormi p1, p2, p3, ..., px (Obr. 7). Ulohou je najst’ potencial v 'ubovolnom bode na povrchu.

A
P 7 N G
p2 ha h3
p3 y hs
P4
pPs Z

Obr. 7: Schéma systému rovnobeznych horizontalnych rozhrani

Rozdelenie potencidlu v tejto ulohe bude podobné predchadzajucej tilohe, ovplyvnené
osovou symetriou, s osou prechddzajiucou elektrodou kolmo na rozhrania. Preto, zavedenim

cylindrickych stradnic s poc¢iatkom v elektrode a s osou identickou s osou symetrie, ziskame
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potencialové funkcie g1, @2, @3, ..., pu pre kazdu z vrstiev ako rieSenia Laplaceovej rovnice,

napisanej v znamom tvare:

82—?+18—¢+82—?= . (3.2.1)
or” ror oz
t.J. za predpokladu, ze vSetky hl'adané funkcie zavisia len od dvoch sturadnic — » je vzdialenost’
skimaného bodu od osi a z je vzdialenost’ bodu od roviny prechadzajicej pociatkom systému
a rovnobeznou s rozhranim.
Skor nez pristipime k rieSeniu tejto rovnice, ur¢ime tie vlastnosti, ktorym musia

vyhovovat’ hl'adané potencidlové rovnice. Potencidlova funkcia ¢, (r,z) pre prva vrstvu

mocnosti /1, obmedzenu zhora povrchom polpriestoru azdola prvym rozhranim, je
charakteristicka tym, Ze na povrchu, t.j. pri z=0 apri p, # 0, je derivacia
(%] - 0. (3.2.2)
0z ).,

Fyzikalny zmysel tejto rovnice je v potvrdeni existencie pradov vstupujucich alebo

vystupujucich zo zeme, v 'ubovolne zvolenych bodoch zemského povrchu (Obr. 8).

Obr. 8: Schéma k rovnici (3.2.2)

Pretoze v pociatku suradnicového systému je elektroda, ktorou vchadza do zeme prud, tak

funkcia ¢, (r,z) musi mat tvar:

Ip 1
wl(r,2)=2—f;;+¢l(r,z), (3.2.3)

kde R=~r*+z* afunkcia ¢/(r,z), ako iprvy ¢len pravej strany, vyhovujici Laplaceovej

rovnici, musia byt konecnymi vo vSetkych bodoch prvej vrstvy.

Na rozhrani, uréenom rovnicou z = 4, musia platit’ nasledujice vztahy:

Lei(r2)]., =le(na)],

(3.2.4)
] el
0Oz z=My 0z z=Mhy
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kde ¢, (r,z) je potencialova funkcia pre druha vrstvu. vSeobecne, na rozhrani medzi i-tou

vrstvou a 7 + 1 -tou vrstvou, musia platit’ rovnice:

Loi(r2)]., =l (ra)],

| | (3.2.5)
[01» op, } _ [% 0p,., } .
0z .., 0z |,

Vsetky funkcie ¢/ (r,z), ¢,(r.z), @,(7.2) ... 9, (r.z) musia byt v§ade kone¢né a nulové pre

nekonecne vzdialené body.
NarieSeniu rovnice (3.2.1) pouzijeme opdt Fourierovu metédu, ktord sme pouzili
k rieSeniu predchadzajucej tlohy a teda mézeme tvrdit’, ze vyrazy pre potencidlové funkcie sa

musia skladat’ z dvoch ¢lenov tvaru:

TA(m)J (mr) dm a IB (mr) e"“dm

0

kde koeficienty 4 a B zavisia len na m a mézu byt’ rozne v rdznych funkciach ¢, (r, z) . Preto,

pre hl'adané potencidlové funkcie musime napisat’:

(ol(r,z):[ +_[AJ mr) "”dm+jBJ mr) " dm,

272'R

o, (r.z)= I A,J, (mr)e™" dm+ IBZJO (mr)e"“dm,
0

(=}

A, J,(mr)e " dm+ IBn_lJO (mr)e"“dm,
0

AJ,(mr)e " dm.

n

Vo vyraze ¢, (r,z) existuje len ¢len, obsahujuci ¢”* nakolko v opa¢nom pripade pri z — o
(pre poslednu vrstvu je to mozné) potencidlova funkcia ¢, (r,z) sa tiez blizi k nekonecnu,

sucasne, ako podla podmienky nami vysSie sformulovanej, pre nekone¢ne vzdialené¢ body

potencidlové funkcie musia mat’ nulov hodnotu. Pretoze funkcia ¢, (r, z) , ako bolo uvedené,

musi mat’ ti vlastnost’, Ze (aaqﬁl j =0, tak pre iu mame:
z z=0
a —mz mz
I )AJ, (mr)e dm+ImBJ (mr)e"“dm
a 0

a po dosadeni z =0 moZeme pisat’:

58



a o0

(ﬁj =ImJ0(mr)(A1—Bl)dm=O.

aZ z=0 0

Pretoze tato rovnost’ musi platit’ pre vietky hodnoty r, tak z toho bezprostredne vyplyva:
A =B,.

ouzitim Weberovho — Lipschitzovho integralu a ziskani rovnost’ medzi 41 a B1 mdzeme
S tim Web h Lipschitzovho int | ki t medzi 41 a B

vyrazy pre ¢, (r,z) prepisat’ v tvare:
o (r.z)= I[%+ B, jJO (mr)e™ dm +'[BIJO (mr)e"“dm. (3.2.6)
0 4 0

Takto pri urovani funkcii ¢, @,,...,¢, je potrebné najst 2n—-2 neznamych A4, Bi.
Rozoberieme teda podmienky na (n—1) rozhraniach medzi vrstvami 1 a2,2a3,..., (n—1) an.

Pretoze na kazdom rozhrani platia dve podmienky: spojitost’ potencidlov a normalovej zlozky

prudu, tak na uréenie 2n—2 vys§ie spomenutych neznamych, posta¢i nam 2(n—1) rovnic.
Napiseme dve také rovnice pre rozhranie medzi (i—l) a i-tou vrstvou, urenou rovnicou

z=h

., apo upravach dostaneme:

_[ A Jy (mr)e ™" dm+ J-BHJ0 (mr)e"dm = J. AJy (mr)e™" dm+ J.Br] o (mr)e"™ = dm
0 0 0 0

00 00

% -([(Bl.lemhil — Aiilefmhi—l )Jo (mr)dm:| = %[!(B[emh” _ Aie”"hi—l )Jo (mr) dm:|

V doésledku tejto skuto¢nosti, pretoze tieto rovnice musia platit’ pre kazdé », mézeme ich napisat’
v tvare:
—mh;_ mh;_y —mh;_ mh;_
Aje" " +B e =4e """ +Be ",
1 iy i 1 1

_Ai—le __Bi—le g - _Al-e_mhi_l b
Pi P ol D,

Be"

Takto ststava rovnic, z ktorej budeme musiet’ ndjst’ funkcie 4 a B, dostane tvar:

—mhy mhy _ —mhl_ mhy __Ipl —mhy
Bl(e +e ) Ae B,e"™ =———e"",

2
LBl (e—mhl _emhl )_LAze—mhl +LBzemhl — ﬂe—mhl )
P P> P> 27
Ae™™ +Be™ — A —Be ™™ =0,
1 _ 1 _ 1 _ 1
— A" ——Be "™ —— 4™ +—Be™ =0,
P> P> Ps Ps
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—mh —mh —mh
A e +B e —4 e =0,

n— n

—1 A e_mhn_l - 1 Bn—le_mhn_l _Llélne_mhn_1 = 0
pn—l pn—l p”

RieSenie tejto sustavy umozni napisat’ vyrazy pre vSetky funkcie (p(r,z) a CiastoCne pre
funkciu ¢, (r,z). Polozime preto v poslednej rovnici z=0 a najdeme vzorec davajici

rozdelenie potencialu bodového zdroja na rozhrani zem — vzduch, pri vrstevnatom zloZeni
vodivého prostredia.

Ako priklad prevedieme rieSenie dvojvrstvového prostredia, t.j. takého prostredia, ktoré
ma pod povrchom v hibke % rozhranie oddel’ujuce vrstvu s mernou vodivostou o1 od podlozia
s mernou vodivostou 2. V tom pripade, n =2 a sustava rovnic, potrebnd k ndjdeniu 4 a B

dostane jednoduchsi vzhlad:

_ - Ip, _
B e mh +emh _ e mh :__18 mh,
1( ) A2 20
LBl (e—mh _emh)_LAze—mh — _L.ﬂe—mh'
P P> p 27

RieSenim tejto sustavy rovnic dostaneme:

—mh

B _1Ip (‘71_(72)6

'oox (0'1+02)e’”h—(0'1—0'2)e”"h'

0,—0,

Vykratenim citatel'a 1 menovatel'a poslednej rovnice ((71 + O'Z)e’”h a oznacenim =k,
o, +0,
mozeme vyraz pre B vyjadrit’ v jednoduchSom tvare:
] ke—th
R L (3.2.7)
2 1—ke

Dosadenim tejto hodnoty do rovnice (3.2.6) dame jej tvar:

Ip Tt _ Ip, T ke?™ , _
rz)=—2\J,(mr)e " dm+——" | ————(e " +e&" ) J,(mr)dm.
q)l( ) 272__([ 0( ) 27['([1—1(82””1( ) 0( )
1 . S : 1
Zlomok ————- rozvinieme do radu a prvy integral nahradime hodnotou —:

? (’”;Z) = %{%ﬁt T/’ce_z’”hJ0 (mr)(l +he™ + ke 4. .)(e‘”’z + e"”)dm}
0

Integral sumy vyjadrime ako sumu integralov a poslednu rovnicu mozeme napisat’
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% + kj e " (mr)dm+ sz.efm(M’”)J0 (mr)dm+---
0 0

1
a9 w
+k_[ e ") g (mr)dm+ kZJ.efm(M*Z)JO (mr)dm+---
0 0
Dosadime za R hodnotu +7*+2z° apomocou Weberovho — Lipschitzovho integralu
dostaneme:
L k s K’ e
Ip N \/r2+(2h+z)2 \/rz+(4h+z)2
o (rz)="> )
2r k k
+ - 4o
\/r2+(2h—z)2 \/r2+(4h—z)2

Nakol’ko podl'a zadania ulohy potrebujeme néjst’ rozdelenie potencidlu na povrchu, polozime

v poslednej rovnici z = 0. Toto nam da:

£ k O S
_Ip r \/rz +(2h)2 \/r2 +(4h)2
(01 (7",2)— 27 K k2 5
+\/r2+(2h) +\/r2+(4h)2 ’

alebo v skratenom tvare:

0 2
¢1(r,z):ﬂ 1, 221‘— . (3.2.8)

2m | r ST+ (2nh)
Tento vzorec je zdkladnym k vypoctu zdanlivych mernych odporov v metdde vertikélneho

elektrického sondovania.

3.3 Zakladna uloha karotaze

Pri karotazi vrtnych sond, zakladnym elementom merania je potencial vnutri stipca vrtu,
vyvolany pradom, vychadzajucim z elektrddy, ktora sa nachddza na jednej priamke s meracou
elektrodou. Ziadané je rieSenie Glohy o mernej elektrickej vodivosti prostredia, obkolesujuceho
vrtni sondu. Aby bolo toto rieSenie mozné, je nutné poznat’ zdvislost medzi meranym
potencidlom a prvkami, urcujucimi vodivé prostredie, ako aj priemerom vrtnej sondy
amernym odporom vrtného prostredia ivrtného roztoku. Tieto zavislosti mézeme zistit
teoreticky zostavenim nasledujucej ulohy: na osi nekone¢ne dlhého valca polomeru a, merne;j

elektrickej vodivosti a1, umiestneného v nekone¢nom vodivom prostredi o mernej vodivosti o2,
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nachadza sa elektroda 4, sytend pruadom /. Hl'adame potencial v bode M, nachadzajiicom sa tiez

na osi valca, vo vzdialenosti z od sytiacej elektrody (Obr. 9).

2
N

02 O1 02

>
-—— - --—-@0----"=-=-=--

Obr. 9: Schéma k zakladnej ulohe karotaze

Zo zadania ulohy vyplyva, Ze rozdelenie potenciadlu bude dané osovou symetriou s osou
identickou s osou valca. Preto opidt, po zavedeni cylindrického stradnicového systému,
s po€iatkom v bode 4 a osou v ose symetrie, potencialne funkcie ¢, vnutri valca a ¢, mimo
valca, budu zavisiet’ len na dvoch suradniciach: vzdialenosti » od osi valca a vzdialenosti z po
osi od poc¢iatku suradnic. Obidve funkcie ¢, (r,z) a @,(r,z) musime ziskat' ako rieSenia
Laplaceovej rovnice v ndm znamej forme:

2 2
Z_f+laa_¢+g_(f:o_ (3.3.1)
/A r or zZ

Vlastnosti hfadanych funkcii ¢, (r,z) a ¢, (r,z) musia byt nasledujice:

1. funkcia ¢, (r,z) musi mat’ tvar

Ipp 1
r,z)=—- -—+ r,z),
o (r.2) ir R ?l(r.2)
kde R=+r*+2z" a funkcia (pl’(r,z) musi byt vSade kone¢nou a stavat sa nulovou pre

nekonecne vzdialené body, t.j. pri z — 0,

2. funkcia ¢, (,z) pre prostredie s vodivostou o, musi byt tieZ kone¢nou vo vietkych bodoch

tohto prostredia a blizi sa k nule pri neobmedzenom raste r alebo z,

3. na rozhrani valcovej oblasti musia platit’ rovnice:
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[oi(r2)] _, =[e:(r2)] .

1o | _|10p
pyor| . |por r:a.

Na rieSenie rovnice (3.3.1) opdt pouzijeme Fourierovu metdédu separacie premennych

a dostaneme:

o (r.z)=u(r)-v(z).
Dosadime do (3.3.1) a dostaneme:
10°u 1 0u 10%
———+t——+——5=0
uor- uror voz

Takto sa povodna diferencialna funkcia rozpada na dve obycajné diferencidlne rovnice:
10°u 1 ou o,

_2 — m
uor- uror

1 0% o
v 0z
NapiSme tieto rovnice v tvare:
o'u 1 0u
—t+t——- mu=0
or- ror
o’y o
o

a vidime, ze prva z nich ma partikularne riesenia:
I, (m,r) a kK, (mr)
a druha:
sinmz a cosmz.

Vo vSeobecnom rieseni sa teda budu vyskytovat’ ich linearne kombinacie:

1,(m,r)sinmz, I,(m,r)cosmz

K, (m,r)sin mz, K, (m,r)cos mz
Preto Ze potencialne funkcie ¢, (,z) a ¢, (r,z) musia byt parne vzhl'adom k premenne; z, t.j.
mat’ rovnaké hodnoty v bodoch, rozlozenych v rovnakej vzdialenosti nad alebo pod elektrodou
A, pri zostaveni tychto rieSeni musime ponechat’ iba tie, obsahujuce cos mz . Pre vSeobecny tvar

hladanych funkcii ¢[(r,z) a @, (r,z) zatial’ teda mame:

@(r.z)=|A(m)1,(mr)cosmz dm -|—TB(m)KO (mr)cos mz dm .

0

O ey 8

63



Vzhl'adom na pozadované vlastnosti hl'adanych rieSeni mézeme tvrdit, Ze vyraz ¢ moze
obsahovat’ prvy z napisanych integralov, nakol’ko K, (mr) pri » —> 0 rastie bez obmedzenia

a pri povahe druhého integralu by podmienka kone¢nosti nebola splnena. Musi teda existovat’

integral, obsahujuci 7, (mr) bez obmedzenia rastiici s rastucim 7. Druha rovnica moze platit’

pre vonkajsi priestor. Z uvedenych zaverov mozeme napisat’:

o0

o (r.2) :;—'I:;%+J.AIO (mr)cos mz dm
0

o0

®, (r,z) = JBKO (mr)cos mz dm

0
K urceniu funkcii 4 a B pouzijeme podmienky pre rozhranie valcovej oblasti. Podmienka

spojitosti potencialov nam déva (s vyuZzitim Weberovho — Lipschitzovho integralu):

%%!KO (ma)cos mz dm+J;AIO (ma)cos mz dm ='(|;BK0(ma)COSMZ dm.

Pretoze sa tato rovnica musi splnit’ pri vSetkych hodnotéch z, sme opravneny polozit™:

% :ﬂzjmKO' (mr)cos mz dm—i—ij[o’ (mr)cos mz dm =

or Ar ry, 0
:-%%{m& (mr)cos mz dm+_(|).mAI1 (mr)cos mz dm,

o0

% = ImB K; (mr)cos mz dm = —I mBK, (mr)cos mz dm,
roos 0

kde sme vyuzili, ze: K, (x)=-K, (x) a I;(x)=—1(x).
Pre druhu hrani¢nti podmienku piseme:

L{—ﬂgj.ml{l (ma)cos mz a’m+v|.mAI1 (ma)cosmz dm | = —LJmBKl (ma)cos mz dm .

P 4romy 0 P25

Pretoze aj tdto podmienka musi byt’ splnend pri vSetkych hodnotéach z, dostaneme:

1 Ip 2 1 1
- ma)+— Al (ma)+—BK, (ma)=0 (3.3.2)
iy | (ma) S 1 (ma) Py 1(ma)
Eliminaciou B dostaneme:
1 1 )Ip 2 1 1
S bt il ¢ K — Al K — Al K =0.
(Pz plj47[7[ o (ma) 1(ma)+p2 o (ma) l(ma)+,01 1(ma)K, (ma)

Dalej pouzijeme vyraz:
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I, (ma)K0 (ma)+10 (ma)Kl (ma) _

ma
a moézeme poslednu rovnicu prepisat’ na tvar:
1 1 1 1 1 1 \)Ip 2
Al ————K, (ma)l (ma) |+—K (ma)l, (ma)=| ——— | L =K, (ma)K,(ma).
b Lk ) ) ()| L= L2 G

Z toho ziskame:

Tz 1 +(1+1j11(ma)Ko(ma).

map, \ P P
L
i e Py P Py
Vynasobime posledny vyraz jednotkou v tvare —= a ozna¢ime pomer ————= I pismenom p a
P =
P>

dostaneme:

=]p1£ pmaKl(ma)KO(ma)
4z 7 1+ pmal,(ma) K, (ma)’

Takto potencial vnutri valcovej oblasti dostava tvar:

o (r.z)= ;’Z N 2’2 ﬁjlfn;;ljzl m;a)K(ZZC)Z)IO(mr)cosmzdm. (3.3.3)
Nakoniec polozime r=0 dostaneme vzorec k vycisleniu potencidlu daného elektrodou
A v bodoch osi valca:

1 _Ip l+£:‘f pmakK, (ma) K (ma)
1+ pmal, (ma) K, (ma)

cosmzdm |. (3.34)
dr |z 7y

3.4 Rozdelenie potencialu bodovej elektrody na osi dvoch koaxialnych valcov

V tedrii bo¢nej karotaze ma vel’ky vyznam rozdelenie potencialu od bodovej elektrody
nachodiacej sa na obecnej osi dvoch koaxidlnych vodivych valcov, umiestnenych vo vodivom
prostredi (Obr. 10). V tedrii karotaze je tloha ekvivalentnd dvojvrstvovej tlohe vertikalneho
elektrického sondovania. Formulacia tejto tlohy je teda v mnohom podobna s uz vyrieSenou
ulohou. Na osi nekone¢ne dlhého valca sa nachadza elektroda (prostredie s mernou vodivostou
o1) sytena pradom /. Tento valec je obaleny koaxidlnym valcovym obalom mernej elektrickej

vodivosti g2. Vonkajsi priestor je vyplneny prostredim s mernou vodivostou o3. Polomer
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vnutorného valca je a, polomer vonkajsieho je b. Je potrebné najst’ vzorec rozdelenia potencialu

pozdlZ osi valca.

N

a

03 (o)) G2 03

>
e e
N

A
/

o

Obr. 10: Schéma k tlohe o koaxialnom valci

Tak, ako v minulej tlohe, vrozdeleni potencialu je ddlezitd osova symetria, preto opat

zavddzame valcové suradnice a ozna¢ime hladané potencidlové funkcie ¢,, ¢, a ¢, pre

vnutorny valec, valcovy obal a vonkajsSie prostredia ako rieSenia rovnice:
2 2
1
99, 1% o9 _, (3.4.1)
or’ ror oz
Po operaciach, podobnych tym, ktoré sme pouzili pri rieSeni ulohy sjednym valcovym
povrchom, mdézeme ihned napisat’ vyrazy pre potencidly vo vnutornej a vonkajSej oblasti

v tvare:

¢1(r’Z):_'_+IA110(MV)COSMde

0

@y(r.z) = IB3KO (mr)cosmzdm
0

Co sa tyka vyrazu pre funkciu ®, (r, z), pretoze pre valcovy obal platia nerovnosti b >r > a,

musime tu vziat’ rieSenie vo vSeobecnej podobe:

o0

o, (r,z)= IAzlo (mr)cos mz dm + IBZKO (mr)cos mzdm
0

0
Pri hl’'adani hodnot A1, 42, B> a B3 pouzijeme Styri okrajové podmienky na dvoch valcovych

rozhraniach. Podmienka spojitosti potencialu ndm da dve rovnice:
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i_/jzl% K (ma)cosmzalm+'(|)-A110 (ma)cosmzdm =

= IAZIO (ma)cos mz dm +J‘B2K0 (ma)cos mz dm,
0 0

0

J-Azlo (mb)cos mz dm +J-BZK0 (mb)cos mzdm = J.B3K0 (mb)cos mzdm
0 0

(=}

V désledku nutnosti splnenia tychto rovnic pri vSetkych hodnotéch z, mézeme ich zamenit
nasledujucimi:

I 2
I8 2 (s AL ) 5 ),

A,I,(mb)+B,K(mb)=B,K,(mb).

(3.4.2)

Dalsie rovnice dostaneme z podmienky spojitosti normalovej zlozky pradu k valcovym
rozhraniam. Pre prvé rozhranie (7 = a) dostaneme:

1/71

4 _[mK ma)cosmzdm+01ImA](ma)cosmzdm—
T

0

= azgmAzllo (ma)cos mz dm - O'Z!J.mBzK1 (ma)cos mz dm

Pre druhé rozhranie (r =a) dostaneme:

azijzll (mb)cos mz dm— 02.[171B2K1 (mb)cos mzdm = —0'3_[171331(1 (mb)cos mzdm

0 0 0

Tieto rovnice vedu k dvom jednoduchs§im:

Ip, 2
o, 4—'3; ki (ma) +0,41, (ma) =0,4,1, (ma) -0,B,K, (ma), (3.4.3)
o,4,1,(mb)—-0,B,K, (mb) =-0,B,K, (mb).
Vylucime B3 z druhych rovnic sustav (3.4.2) a (3.4.3) a dostaneme:
A [0'3 (mb)1,(mb)+0,K,(mb)1,(mb ] B, (o, —0;)K,(mb)K,(mb)=0

Pouzijeme vyraz:

K, (mb)I,(mb)+K,(mb)I, (mb)=—

mb

a moézeme poslednu rovnicu prepisat’ na:

AZ[:;ZJF( —0,)K,(mb)1, (mb)} , (0, —03) K, (mb) K, (mb) =0
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0, — 0y

. : , mb -
Po vynasobeni tohto vyrazu — s oznacenim = p,; dostaneme:

O3 o,
4, [1 +mbp,,K, (mb)1, (mb)] — B,mbp,,K,(mb) K, (mb)=0
RieSime tito rovnicu vzhl'adom na A5»:

_ mbp,K, (mb) K, (mb)
1+mbp,,K,(mb)I,(mb) ?

Za ucelom zjednodusenia d’al§ich operacii, ozna¢ime koeficient pri B> symbolom P:
4, =PB,

Po dosadeni hodnoty 4> do ststavy rovnic (3.4.2) a (3.4.3) dostaneme:

;—/;1% 0(ma)+A1]0 (ma) :PBZIO(ma)+B2K0 (ma):B2 [P]0 (ma)+K0(ma)]
-0, %2 1(ma)+01A110 (ma) =0,PB, ]I, (ma)—dszKl (ma) =0,B, [Pll (ma)—Kl (ma)]
T

Vylucime z tychto rovnic Bz a prejdeme k rovnici:

2. 2[0,PK, (ma) I (ma) - 0.K, (ma) K, (ma) 6, PK, (ma) I, (ma) + 5K, (ma) K, (ma) |-

=4 [0'1P11 (ma)]o (ma)-i-O'J1 (ma)KO (ma)—02P10 (ma)+0'210 (ma)Kl (ma):l

S pomocou vyrazu:

K,(ma)l,(ma)+K,(ma)l,(ma)= %

mdzeme poslednt rovnicu upravit’:

Ip, 2| o
T;-;[M—;P—GZPKI (ma)]O (ma)Jr(al —0'2)K1 (ma)K0 (ma)+01PKl (ma)l0 (ma)} =

=4 {(01 —GZ)PI() (ma)]1 (ma)JralI1 (ma)K0 (ma)+%—0'211 (ma)KO (ma)}

alebo:

O R TT———

= 4, {(01 ~0,)1,(ma)K,(ma)+ (o, -0,) Pl,(ma)l, (ma)+%}

’ , . 0-2 vr O-z - 61 A , .
Vydelime poslednti rovnicu — a ozna¢ime pomer ————= p,, a modzeme tato rovnicu
ma o
2

prepisat’ v tvare:
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Ip
47r Vs
=4 [maplzl1 (ma)KO (ma) +map,,PI (ma)l1 (ma) + 1]

I:maplz 1 (m )KO(ma)+map12PK1(ma)lo(ma)+P]=

Vyjadrime 41:

Ip, 2 P+map,K, (ma)[ K, (ma)+ PI,(ma) |
Ar 1 1+maplzll(ma)[K0(ma)+PIO (ma)]

1 =

Najdenti hodnotu 4 dosadime do vyrazu pre ¢, (r,z) a dostaneme:

I 1 2% P+mapK ma K ma + PI,(ma
o112 22 o ]

I d
4r |R r« 1+map121 ma [K ma)+PI (ma):l o(mr)cosmz m:l

Tu polozime » =0 a ziskame vzorec, davajici rozdelenie potencialu pozdlz osi z:

/ <L P+map,K ma K, ma + PI,(ma
(01(1”,2 ﬂ{; _J' 12 [ ) ( ):I

dm|. (3.4.4
4r 1+map12 ma)| K,(ma)+PI,(ma)] corme m} G449

Od dalsich operécii uz upustime, pretoze ich podstatou st len odvodzovania najdené¢ho vyrazu

na tvar vhodnejsie k vy¢€isleniu. Ked’ tu polozime o, = o,, tak p2;3 a tym i P budi rovné nule

a vzorec pre potencial bodov na osi symetrie dostane uz znamy tvar:

Ip l+£T map,,K, (ma)K,(ma)
4r T 1+map1211(ma)K0(ma)

(/’1(V,Z)= cos mz dm}

Ked’ poloZime o, = o, tak p,, =0 a dostaneme:

Ip l+£T mbp,,K, (mb)Ko (mb) cos mz dm
4|z 7wy l+map,l (ma)K,(ma)

o (r.z)=

¢o zodpoveda jednej valcovej oblasti s polomerom b obkolesenej oblast'ou vodivosti a3.

3.5 Rozdelenie striedavého prudu v priereze vodica — skin efekt

Ako dalsi priklad pouzitia Besselovych funkcii uvedieme tlohu o rozdeleni striedavého
pradu v priereze valcového vodica, o ktorom predpokladdme, ze je nekonec¢ne dlhy (Obr. 11).
Ked’ v takomto vodici teCie jednosmerny prud, tak vektor pridu ma ta isti hodnotu v celom
priereze. Toto nie je mozné tvrdit’ v pripade prudu, meniaceho sa s ¢asom. Tak s predpokladom,
7e pozdiz nekoneéne dlhého okrahleho valca vodivosti o a magnetickej permeability u, tedie
premenny elektricky prud, ktorého sila sa ur¢i realnou Castou vyrazu I =1, kde ije

komplexna jednotka. V désledku kruhovej symetrie, mézeme povazovat magnetické siloCiary

za kruznice so stredmi na osi valca, ktoru tiez pouzijeme ako os valcovych stiradnic.
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Obr. 11: Schéma k skin efektu

Podl'a Ampérovho zakona praca magnetickej sily H, pri obehu po silo¢iare polomeru r,

bude rovna pradu, nasobeného 4x:
27rrH(r) = 47rj 27rri(r) dr,
0

kde i(r) je prud, povazovany za funkciu vzdialenosti od osi valca. Derivovanim napisane;]

rovnice podl'a » dostaneme:
OH (r)
or

Zostrojime rovnobeznik, ktorého jedna strana lezi na osi z, druha je rovnobezna s r. Dlzku

=47zri(r). (3.5.1)

strany na osi z volime jednotkovej velkosti, kolmica k nej nech je r. Elektromotorickd sila

v bodoch obvodu tohto rovnobeznika pdsobi pozdiz jeho stran rovnobeznych s osou z a preto

praca elektromotorickych sil pri obehu po obvode bude dana rozdielom: E(r)—E(0), kde

E (r) je hodnota elektromotorickej sily na strane rovnobeznej s osou z a nachadzajucej sa vo
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vzdialenosti  od tejto osi, £ (O) je hodnota elektromotorickej sily na strane totoznej s osou z.

Podl'a zakona indukcie mame.:

Derivovanim tejto rovnice podla » dostaneme:

8E(r)_88(r)_ 8H(r)
o a &

S pouzitim vyrazu i (r) =oFE , moéZeme tato rovnicu vyjadrit’:

oi(r)  0H(r)
. =ou prant (3.5.2)

Pretoze uvazujeme proces odohravajuci sa v ¢ase podl'a zdkonov harmonického kmitania, t.j.
pocitame, Ze ¢iselné hodnoty prudu z magnetického napétia sa urcia vztahmi (v tejto tlohe
d’alej oznacujeme komplexnt jednotku pismenom j):

i(r)=ie’ a H(r)=He™
tak rovnicu (3.5.2) zamenime nasledovne:

ai(r)
or

:ja)a,uH(r). (3.5.3)

Vylucime veli¢inu H z rovnic (3.5.1) a (3.5.3) a dostaneme diferencialnu rovnicu pre prud:

;(La’( )J dreri(r).

jwou or

alebo

or or

oi
i(r l(r)j = 47zja)oyri(r) ,
ktoru 'ahko upravime na tvar:

2. ;
LR

Ked’ tu ozna¢ime 4zwou = o’ , tak rovnica dostane tvar:
9

621'( ) 151 (0{\/—) _

or’

Parcidlnym rieSenim tejto rovnice, ako uz vieme, su funkcie:

Jo(ar\/—_j) a Yo(ar\/—_j).
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Funkcia Y, (ar\/jj ) ma logaritmicku singularitu pri » =0 atak nevyhovuje podmienkam
naSej ulohy, pretoze pre prad na osi valca by rieSenie nemalo zmysel. Preto sme opravneni
pisat’:

r)=CJ, (ar\/?j) ,
kde C je konstanta, vel'kost ktorej sa ur¢i podmienkami tlohy.

Pre napatie magnetického pola v désledku rovnice (3.5.3) dostaneme:

o] oi(r Ca\/—J,( \/—) 4cﬂf ( \/_)

Jjoou 8r joou

Na vonkajsej kruznici prierezu valca, t.j. vo vzdialenosti R od jeho osi, magnetické napitie

v sulade s poslednou rovnicou ma hodnotu:

H, _4C7r\/_ 5 (k).

Preto préaca pri obehu po tejto vonkajsej kruznici je rovna:

27RH, =27 R4C”\f J,(ary=).

Z druhej strany, podla Ampérovho zdkona, je tato praca rovna 4z, kde 7 je cely prud, tecuci

valcom. Preto:

R4CZ*/_ J,(aRy=j)=4nl.

Z tohto ur¢ime C ako:

o1
2RI, (aRy-J) Jj
Preto vzorec pre amplitudu sily dostane tvar:
| aRJ-j-J, (aR,/—j)
R 2 (ary-j)
Ked’ do napisané¢ho vyrazu dosadime funkcie bero a beio, dostaneme:

()= I .aR\/——j_ ber, (ar)+ jbeiy(ar)
R 2 \/—_j[beio (aR)- jber,(aR)|’

alebo, ak sa zbavime imaginarnej jednotky v menovateli:

C:

i(r):

(3.5.4)

72



I aR (bero(ar )+ jbeiy (ar) ) (belo (aR +]ber0(aR))

(bei; (aR))2 +(bery (aR))
| ber, (ar)beiy (aR) — bei, (ar)ber, (aR) s ]
I aR (bei (aR)) +(ber;(aR))
ZR* 2 | j(bei,(ar)bei;(aR)+ber,(ar)ber)(aR))
(beiy (aR)) +(ber;(aR))
Vy¢islime modul a po jednoduchy operéciach bude:

I .ﬂ.\/(bero(ar))z—i-(beio(ar))z

R 2 (bero'(aR))zdr(bei(’,(aR))z'

li(r)| =i, =

(3.5.5)

Zmena fazového uhla sa urci vyrazom:
bei, (ar)bei; (aR)+ber, (ar)ber,(aR)
ber,, (ar)beiy(aR)—bei, (ar)bery(aR)

ig(Ap) =

Tieto vyrazy nam daju rieSenie postavenej ulohy a tym mozno analyzu ulohy povazovat za
skon¢enu. My vSak ako priklad vycislenia Besselovymi funkciami, prevedieme mensi vypocet

rozdelenia pradu v kruhovom valcovom vodici pre dve rozne frekvencie zmien pradu s ¢asom.

Vezmime pripad: @, =314 (50 period za sekundu) a @, =314-10* (5-10° period za sekundu).

Material valca nech je dany hodnotami: o =57-107, g =1. V takomto pripade pre o najdeme:
a, = \JAnwop =~4r-314-57-107° -1 = 0,444

a, = JAnw,ou =4r-314-10*-57-107 -1 = 44,44

pomer amplitady i, pradu vo vnutri valca k amplitide na jeho povrchu sa ur¢i, ako vidiet’ zo

vzorca (3.5.5), vyrazom:

i (ber, (0{7’))2 +(bei, (ar))2

e\ (ber, (aR)) +(beiy (aR))

Dosadime R =1 a vyc¢islime pomer li pre =0 (na osi valca) a r=0,5. Pre funkcie bero
lmR

a beip, dostaneme:
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ber,0=1
bei,0=0
ber,0,222 =1-0,000036+... = 0,999964
bei,0,222 = 0,0123-0,000002 + ... = 0,01230
ber,0,444 =1-0,00061+...=0,9939
beiy 0,444 = 0,0493 —0,0003 +... = 0,0490
ber,0,222 =1-0,000036+... = 0,999964
ber,0,222 =1-0,000036+... = 0,999964
(berOO)2 +(bez’00)2 =1
(ber,0,222)" +(bei,0,222)" =1,00008
(ber,0,444)" +(bei,0,444)" =1,0012

Takto hl'adany pomer pre body na osi valca méa hodnotu 0,9994 a pre body, nachadzajtce sa vo
vzdialenosti polovice polomeru je to 0,9999. Pri hodnote a =44, je vycCislenie pomeru
amplitid vhodnejSie previest’ na zaklade vyrazu (3.5.4) a s pouzitim asymptotickych vyjadreni
funkcii J, (ar\/—_j ) alJ (aR\/—_j ) . Pri velkych hodnotach argumentu platia rovnice:

ar

J, (a,,\/j]') - \/2712-7 .67*/{375)’

. aR_(aR x
Jl(aR\/__j):ﬁ'e 2 J[\/E 8)

Dosadime tieto hodnoty Besselovych funkcii do rovnice (3.5.4) a dostaneme:

' 7 ;e ; -
i(r):L.O‘R__J.L R JRURIEen 1 aRJj R g

Modulom komplexného ¢isla v poslednom vzorci bude:

i =
" zR* 2 \r

i, \/E i
imR r

i a2
4:ﬁ.e 4

ZmR

[ aR [R Fen

Preto

Pri »=0,5 a R =1 dostaneme:

Tento vysledok svedc¢i o neobyc€ajne rychlom zmenseni pradu s hribkou vodica pri vysokych

frekvenciach.
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3.6 Odpor uzemnenia v tvare disku

V niektorych pripadoch geoelektrickej praxe treba pouzit uzemnenie nie v tvare tyci, ale
ploché (byvaju to nepolarizovatel'né elektrédy s roztokom modrej skalice), kde v dotyku so
zemou modzeme priblizne povazovat elektrodu za disk. Ako priklad na pouzitie Besselovych
funkcii vy¢islime odpor takéhoto uzemnenia. Ulohu naformulujeme nasledovne: na povrchu
rovnorodej pddy o mernej elektrickej vodivosti ¢ je polozena kruhova elektroda C (Obr. 12)
s polomerom a, cez ktora sa syti poda prudom /. Chceme zistit’ odpor kladeny prudu takymto
uzemnenim. Predpokladajme, Ze vodivost’ materidlu elektréd je znacne vysSia ako vodivost

zeme a elektrodu takto mozno povazovat za ekvipotencialnu.

v

Obr. 12: Schéma k tlohe o uzemneni v tvare disku

Vstupnou rovnicou pri rieSeni danej tlohy je Laplaceova rovnica potencialu v celom
priestore, majuca v naSom pripade opét’ tvar:
u 10ou 0Ou B
or* ror 0z°

Orientacia cylindrického systému je uvazovand rovnako, ako v predoslych tlohach spolu

0. (3.6.1)

s vlastnostou symetrie vzhl'adom na ekvatoridlny uhol. RieSenie napisanej rovnice musi byt
zvolené tak, aby vyhovoval nasledujucim podmienkam:

1. v nekonec¢ne vzdialenych bodoch ma potencial nulovi hodnotu

2. v bodoch disku, teda ked’ 0 < < a ma potencial konStantn1 hodnotu ¢

3. v kazdom bode priestoru je potencidlové funkcia konecna.

RieSenie rovnice (3.6.1) uz pozname:

go(r,z):TA(m)e_szo(rm)dm. (3.6.2)
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LCahko sa presved¢ime, ze rovnica napisand v takomto tvare vyhovuje podmienkam 1 a 3.

Pokial’ ide o podmienku 2, treba rozobrat’ funkciu A(m) Aby podmienka 2 bola splnena, je

nevyhnutné aby:

¢ (r.0)= IA(m)e_szO (rm)dm = @, = const.
0
pri r < a. Obratime sa k Besselovym integralom a vyuzijeme nasledujuci:

o0

IJO(rm)Sinam dm.
7 m

. , T . . . a
ktory ma ta vlastnost, Ze pri a >r ma hodnotu By apri a<r je jeho hodnota arcsin—.
r

sinam 2 C e .
-—-@, adostaneme rieSenie
T

Zvolime preto A(m) v integrali (3.6.2) rovnym

vyhovujuce podmienke 2. Takto konecne dostaneme:

o(r.z)= %J' sinam e " J, (rm)dm .

T m

0

Derivujeme tuto rovnicu podla z a vysledok nasobime (—1) a dostaneme.

_6¢(r,z)

20, | nz
= =E = ﬁojsmame Jo (rm)dm,

0

t.j. vyraz pre zlozku pol'a pozdiz osi z. Pri z =0 sa tato zlozka uréi vyrazom:

E, :2—:0_([31'14 am-J,(rm)dm

Pri r < a integral v pravej Casti rovnice, ma, ako je zname, hodnotu:

—

preto v hraniciach disku je:

E _ 2(”0

R NP

Pomocou napitia pola v bodoch disku mézeme s pouzitim Gaussovej vety vycislit naboj

0= L jednej jeho strany podl'a vzorca:
2ra

2nQ = J27rr E. dr—

2%
27 =4¢,a
J‘\/a -7’ e

Poslednu rovnicu mozno pouzit’ v tvare:
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1
—=2p,a.
2a Po
Vyc¢islime nakoniec podla vzorca R = % pre odpor uzemnenia dostaneme.

R=—1 (3.6.3)

¢im mdzeme povazovat’ tlohu za vyrieSent.
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