
interpretaļn® met·dy v gravimetrii

ºrieġenie obr§tenej ¼lohy (OĐ)  

(inverse problem)



interpretaļn® met·dy v gravimetrii

ºrieġenie obr§tenej ¼lohy

priama úloha

vektor modelových parametrov z ­ dátový vektor u

u = A(z) ,    kdeA() ïtzv. operátor priamej úlohy

(rieġenie je jednoduchġie:  ¼loha je jednoznaļn§ a stabiln§)

obrátená úloha:

dátový vektor u ­ vektor modelových parametrov z

z = A-1(u) , kdeA-1(u) ïoperátor obrátenej úlohy

(rieġenie je znaļne zloģitejġie: ¼loha je nejednoznaļn§ a nestabiln§)



nejednoznaļnosŠ (mnohoznaļnosŠ) obr§tenej ¼lohy

nejednoznaļnosŠ (viacznaļnosŠ, mnohoznaļnosŠ) obr§tenej ¼lohy

(uļebnice: Nettleton 1976; Sharma, 1986)



modelov§ uk§ģka nestability obr§tenej ¼lohy

ļiernaïz§kladnĨ tvar Ăpodloģiañ, modrá ïdeformovaná (s pridaním sínusovej funkcie)
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modelov§ uk§ģka nestability obr§tenej ¼lohy
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modelov§ uk§ģka nestability obr§tenej ¼lohy

ļiernaïz§kladnĨ tvar Ăpodloģiañ, modrá ïdeformovaná (s pridaním sínusovej funkcie)



interpretaļn® met·dy v gravimetrii

ºrieġenie obr§tenej ¼lohy

1. rieġenie mus² existovaŠ

2. rieġenie mus² byŠ jednoznaļn®

3. rieġenie mus² byŠ stabiln®

ak ¼loha nesplŔuje niektor¼ z tĨchto podmienok, 

tak je tzv. nekorektne zadaná (ill -posedproblem)

Hadamard (1923*) ïdefinoval tzv. korektne zadanú úlohu

(well-posed problem) matem. fyziky

ñHadamard veril, ģe nekorektne zadan® ¼lohy s¼ umel®

a neprirodzené(nepopisujú fyzikálne systémy v prírode)ò

* Hadamard, J. 1923: Lectures on Cauchyôs problem in linear partial differential

equations. Yale University Press, New Haven.



priama úlohaïpredstavuje ju integrálny operátor:

rieġenie obr§tenej ¼lohy
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Vz (x, y, z) ïgravitaļn® zrĨchlenie v bode vĨpoļtu

(x, h, z)ïsúradnice elementur zdrojového telesa,

(x, y, z)ïs¼radnice vĨpoļtov®ho bodu,

r( ) ïfunkcia hustoty (fyzikálneho parametru)

y( ) ïtzv. Greenova funkcia (prenosová, jadrová funkcia)

k-grav. konġtanta

dV-objem. element



rieġenie obr§tenej ¼lohy

integrálny operátor - gravimetria:

2 d¹leģit® pohŎady na tento matematickĨformalizmus:

priama úloha predstavuje

konvoluļnĨ integrál

(rieġenie je jednoznaļn® 

a stabilné)

obrátenáúloha predstavuje 

integrálnu rovnicu (tzv. Fredholmova

integr§lna rovnica prv®ho stupŔa)

(rieġenie m¹ģe byŠ viacznaļn®

a nestabilné)

ļerven§ïneznáme(hŎad§me rieġenie)
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ģiaŎ, t§to vlastnosŠ sp¹sobuje, ģe obr§ten§ ¼loha je nejednoznaļn§ a nestabiln§



nejednoznaļnosŠ (mnohoznaļnosŠ) obr§tenej ¼lohy

nejednoznaļnosŠ (viacznaļnosŠ, mnohoznaļnosŠ) obr§tenej ¼lohy

(uļebnice: Nettleton 1976; Sharma, 1986)
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z dVz,y,x ,,V



interpretaļn® met·dy v gravimetrii ï

ïrieġenie obr§tenej ¼lohy

tzv. nepriame metódy
(so zapojením apriórnej geologicko-geofyzikálnej informácie)

Åmodelovanie 

Åtvorba odkrytých máp (stripped maps)

Åmet·da rieġenia hustotn®ho rozhrania

Åmet·dy vyuģ²vaj¼ce charakteristick® body anom§lie

Åmet·dy vyuģ²vaj¼ce cel¼ alebo ļasŠ krivky (poŎa)

Åmet·dy vyuģ²vaj¼ce transformovan® polia

tzv. priame metódy
(bez zapojenia apriórnej geologicko-geofyzikálnej informácie)

Hlavn® delenie interpretaļnĨch met·d v gravimetrii:



interpretaļn® met·dy v gravimetrii

tzv. nepriame metódy

(so zapojením apriórnej geologicko-geofyzikálnej informácie)

Åmodelovanie 

Åtvorba odkrytých máp (stripped maps)

Åmet·da rieġenia hustotn®ho rozhrania



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

z§kladn§ ¼loha pri modelovan² je dosiahnutie ļo najtesnejġej zhody  

medzi modelovanĨm/teoretickĨm a nameranĨm poŎom (Bougerove 

anomálie, reziduálne anomálie)

merané pole

modelované pole

- dosiahnutie zhody medzi poliami sa ļasto slengovo nazĨva ako tzv. 

Ăfittingñ(z anglickej terminológie)

- zhoda sa nemus² vyġetrovaŠ iba na profiloch, ale m¹ģe to byŠ aj na 

gridoch (plochách)



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

druhá z§kladn§ ¼loha pri modelovan² je dosiahnutie ļo 

najrozumnejġieho rieġenia ïmodelu, ktorý má geologické pozadie

koncepcia zjednoduġenĨ model



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

z§kladn§ ¼loha pri modelovan² je dosiahnutie ļo najtesnejġej zhody  

medzi modelovanĨm/teoretickĨm a nameranĨm poŎom (Bougerove 

anomálie, reziduálne anomálie)

- separ§cia anom§li² nie je trivi§lna z§leģitosŠ (bude predn§ġan® nesk¹r)



Spôsoby modelovania a rozdelenie metód modelovania je 

moģn® kategorizovaŠ r¹znymi sp¹sobmi. Uvedieme si viacer®.

Z hŎadiska vĨpoļtov®ho:

merané pole

modelované pole

Samotn® ļo najtesnejġie Ănapasovanieñ

(fitting) sa vªļġinou realizuje dvoma

základnými postupmi :

1. manuálnym (interaktívnym) spôsobom

uģ²vateŎ men² hustotn® parametre,

geometriu a hŌbku telies a pozoruje

zmeny na modelovanej krivke/poli,

2. automatickým (iteratívnym) spôsobom

zmena parametrov telesa je realizovaná

matematickĨm algoritmom, ktorĨ sa snaģ²

n§jsŠ minimum Ăfunkcieñ, popisuj¼cej

tesnosŠ dvoch pol² (napr. suma ġtvorcov

ochyliek)

zn§me s¼:  met·da najvªļġieho sp§du, 

konjugovaných gradientov,

Marquardtov algoritmus

neurónové siete (NN)

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie



hlavné koncepcie:

2D, 21/2D (2.5D), 23/4D (2.75D), 3D
hlavn® probl®my s¼: sp¹sob zad§vania d§t (veŎkĨ rozdiel medzi 2D a 3D)

a rĨchlosŠ vĨpoļtu (najmª pri 3D)

pouģit® element. teles§:

v minulosti ï hranoly, stupne, dosky, tyļe, gule, é

2D polyg. (horiz.) hranol (Talwani)

2D ġikmĨ stupeŔ (Bulach)

dnesnajmä 2.5D polygonálny (horizont.) hranol (Talwani)

najmodernejġie ï3D polyéder (Pohánka, Götze-Lahmayer)

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

Spôsoby modelovania a rozdelenie metód modelovania je 

moģn® kategorizovaŠ r¹znymi sp¹sobmi. Uvedieme si viacer®.

Z hŎadiska geometrick®ho:



hlavné koncepcie:

1. Zadávajú sa priamo reálne (prirodzené) hustoty (napr. 2.64 g·cm-3)

a algoritmus si ich automaticky prepoļ²ta na diferenļn® hustoty

voļi urļit®mu referenļn®mu (hustotnému) modelu zeme (napr. v prvej 

vrstve do hŌbky niekoŎko  km sa uvaģuje hustota horn²n 2.67 gĿcm-3)

2. Priamo sa zad§vaj¼ diferenļn® hustoty telies voļi svojmu okoliu

(napr. 0.6 g·cm-3 pri kontraste karbon§tov voļi sedimentom)

kontrolná otázka: Ako budeme zad§vaŠhustotyv prípade dutín?

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

Spôsoby modelovania a rozdelenie metód modelovania je 

moģn® kategorizovaŠ r¹znymi sp¹sobmi. Uvedieme si viacer®.

Z hŎadiska zad§vania hust¹t:



hlavné koncepcie:

2D, 21/2D (2.5D), 23/4D (2.75D), 3D
hlavn® probl®my s¼: sp¹sob zad§vania d§t (veŎkĨ rozdiel medzi 2D a 3D)

a rĨchlosŠ vĨpoļtu (najmª pri 3D)

profesionálnesoftvéry:

GM-SYS (2.75D), GM-SYS  3D (NAD, USA)

Potent(2.5D, 2.75D, 3D) (PC Potentials, Australia)

Fugro(2.5D, 2.75D, 3D) (FugroLCT, Huston, USA)

IGMAS a IGMAS+ (3D) (FU Berlin, CAU Kiel, Nemecko)

inésoftvéry:

Mod3D (3D) (UK BA, UNI Tübingen, Nemecko)

GMT-AUTO (skupina z Kieva)

...

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie



profesionálne softvéry(naġa vĨuka):

GM-SYS (2.75D) ïpredmet ĂModelovanieñ (ZS, 2.r.)

Potent (2.5D, 2.75D, 3D) ïv rámci tohto predmetu

IGMAS a IGMAS+ (3D) ïpobyty v Kieli (+SAV)

iné softvéry:

Mod3D (3D) ïpredmet ĂModelovanieñ (ZS, 2.r.)

GMT-AUTO ïġkolenie od naġich doktorandovalebo

pobyt v Kieve

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie



GM-SYS (2.75D) ïpredmet ĂModelovanieñ (ZS, 2 r.)

zadávanie

parametrov telies



Potent (2.5D, 2.75D, 3D) ïv rámci tohto predmetu

zadávanie

parametrov telies



merané pole

modelované pole

skoro vģdy existuje urļitĨ

hladinový posun medzi týmito

dvoma poliami, spôsobený (?)

prejavom hlbġ²ch nehomogen²t

a zanedbaním niektorých efektov     

v ÚBA (napr. vplyv vzdial. terénu)

ak® najhlbġie hustotn® nehomo-

genity sa m¹ģu prejavovaŠ 

v mapách Bouguerových anomálií

reginálnych mierok(?):

a) kôrové ?

b) pl§ġŠov® ?

c) z jadra ?

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

Spôsoby modelovania a rozdelenie metód modelovania je 

moģn® kategorizovaŠ r¹znymi sp¹sobmi. Uvedieme si viacer®.

Problém posunu medzi poliami:



ġtandartn® rieġenia na oġetrenie

hladinového posunu medzi modelovanou

a nameranou krivkou (poŎom?)

1. umel® doplnenie hlbġ²ch nehomogen²t (veŎkĨ

hranol, doska), ktoré posunú krivku (pole)

nahor/nadol (napr. Potent)

2. napasovanie kriviek na urļitĨ spoloļnĨ bod 

(urļenĨ intepret§torom)    (napr. GM-SYS)

3. ġtatisticky ïodpoļ²tan²m medi§nu od oboch

kriviek (polí) (napr. Mod3D)

merané pole

modelované pole

interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

Spôsoby modelovania a rozdelenie metód modelovania je 

moģn® kategorizovaŠ r¹znymi sp¹sobmi. Uvedieme si viacer®.

Problém posunu medzi poliami:



oġetrenie posunu pol² v r§mci programu GM-SYS

Ănapasovanieñ 

na 1. bod profilu



Ănapasovanieñ 

na Ŏubov. bod profilu

oġetrenie posunu pol² v r§mci programu GM-SYS



pridané teleso 

vo vªļġej hŌbke

oġetrenie posunu pol² v r§mci programu Potent



výsledok manuálneho modelovania pri zahrnutí

známej apriórnej informácie o tvare a hŌbke telesa

manuálne vs. automatické modelovanie (program Potent)



výsledok automatického modelovania pri nevhodne

zvolenom Ăġtartovacomñ modeli

manuálne vs. automatické modelovanie (program Potent)



výsledok automatického modelovania pri vhodne

zvolenom Ăġtartovacomñ modeli

manuálne vs. automatické modelovanie (program Potent)



vĨsledok manu§lneho modelovania litosf®rickĨch ġtrukt¼r



vĨsledok manu§lneho modelovania litosf®rickĨch ġtrukt¼r

(program IGMAS)



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie



manu§lnehe modelovanie litosf®rickĨch ġtrukt¼r

(program IGMAS)

program vyuģ²va koncept 3D poly®drov (Götze, Lahmayer, 1988)



manu§lnehe modelovanie litosf®rickĨch ġtrukt¼r

(program IGMAS)

tvary telies sa vġak zad§vaj¼ na profiloch

(vo vertik. rezoch), tieto sa potom medzi

sebou navzájom spájajú (pomocou triangulácie)



Mod3D (autor: Igor Cerovský, PhD.)

taktieģ koncept

polyédrov ïa zadávania

tvarov telies

cez profily



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

starġ² pr²stup ku 2D modelovaniu:

z ukrainskej ġkoly (prof. Bulach)

2D hranol s polygon. prierezom je zostavenĨ z viacerĨch ġikmĨch stupŔov

(a tie s¼ zostaven® s viacerĨch tenkĨch polonekoneļnĨch dosiek, aby mohla

byŠ menen§ aj hustota vo vertik§lnom smere)



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - modelovanie

starġ² pr²stup ku 3D modelovaniu:

2.5D vertik. hranoly

(vzŠah na vĨpoļet ¼ļinku:

Sm²ġek, Planļ§r, Krġ§k, 1970)

upravený Talwaniho postup,

vhodný na modelovanie

¼ļinkov vĨpln² sediment.

panví



interpretaļn® met·dy v gravimetrii

tzv. nepriame metódy

(so zapojením apriórnej geologicko-geofyzikálnej informácie)

Åmodelovanie 

Åtvorba odkrytých máp (stripped maps)

Åmet·da rieġenia hustotn®ho rozhrania



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy ïodkrývanie (stripping)

základná úloha pri odkrývaní je namodelovaŠ známehustotné 

nehomogenitya ich ¼ļinok odstr§niŠz polí ÚBA alebo reziduálnych 

anomálií,

vĨstupom je pole, ktor® je lepġie geologicky interpretovateŎn®

apri·rne ¼daje, vyuģ²van® pri odkrĨvan²:   vrty, vĨsledky karot§ģe,

seizmika, ostatné geofyzikálne a geologické metódy

najļastejġie modelovan® ¼tvary:  kvart®r, neog®n

(v mikrogravimetrii ïznáme dutiny)

ale m¹ģu to byŠ aj hlbġie nehomogenity (napr. priebeh MOHO)



interpretácia v gravimetrii,

nepriame metódy - odkrývanie

základná úloha pri odkrývaní je namodelovaŠ známehustotné nehomogenity

a ich ¼ļinok odstr§niŠz polí ÚBA alebo reziduálnych anomálií,

tĨmto sp¹sobom boli odkryt® u n§s  ¼ļinky veŎkĨch neog®nnych panv²  

(Podunajsk§, VĨchodoslovensk§, Popradsk§/Liptovsk§, Turļianska),...

d§ sa povedaŠ, ģe ļesko-slovensk§ ġkola sa v pr²pade aplik§ci²

met·dy odkrĨvania dostala veŎmi Ņaleko

modelovanie ïpomocou  proximácie jednoduchých telies,

ako 3D pravouhlé hranoly, 2.5D horiz. alebo vert. hranoly, 3D polyédre, 

atŅ.



odkrytie ¼ļinku vonkajġ²ch Karp§t v karpatsko-balkánskej oblasti (Bielik, 2005)



ÚBA v karpatsko-balkánskej oblasti



výsledok - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti



výsledok - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti
Ņalġ² pokus - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti na základe 

vĨsledkov projektu CELEBRATION (3D modelovanie, Taġ§rov§ et al., 2009, 

Tectonophysics)

vstupné dáta 

(hŌbky rozhran²)



výsledok - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti
Ņalġ² pokus - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti na základe 

vĨsledkov projektu CELEBRATION (3D modelovanie, Taġ§rov§ et al., 2009, 

Tectonophysics)

vypoļ²tan® ¼ļinky najd¹leģitejġ²ch rozhran²



výsledok - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti
Ņalġ² pokus - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblasti na základe 

vĨsledkov projektu CELEBRATION (3D modelovanie, Taġ§rov§ et al., 2009, 

Tectonophysics)

výstup ïkombinácia reziduálnych a odkrytých máp 

(odkrývanie aj hlbokých partií)



výsledok - odkrytá mapa v karpatsko-balkánskej oblastiodkryt§ mapa Turļianskej kotliny (Bielik et al., 2009, Geol. Carp.)

vstup ïÚBA (2.67 g.cm-3) výstup ïodkrytá mapa výstup ïschéma 

tektonickej stavby podloģia



vĨsledky mikrogravimetrick®ho prieskumu kostola Sv. V§clava v Tovaļove 

(BliģkovskĨ 1976, 1979)

- mikrogravimetria v sieti 1 x 1 m

a 2 x 2 m, spolu 262 bodov

- stredná kvadratická chyba meraného 
tiaģov®ho zrĨchlenia = 0.011 mGal

- interpretované anomálie                    s 
amplitúdou 0.06 mGal = 60 mGal



vĨsledky mikrogravimetrick®ho prieskumu kostola Sv. V§clava v Tovaļove 

(BliģkovskĨ 1976, 1979)

neúplná Bouguerova anomália
(bez topokorekci² a opr§v na ¼ļinky m¼rov)

gravitaļnĨ ¼ļinok m¼rov



vĨsledky mikrogravimetrick®ho prieskumu kostola Sv. V§clava v Tovaļove 

(BliģkovskĨ 1976, 1979)

úplná Bouguerova anomália
(s opravami na ¼ļinky m¼rov)

gravitaļnĨ ¼ļinok zn§mych krĨpt

odkrývanie



vĨsledky mikrogravimetrick®ho prieskumu kostola Sv. V§clava v Tovaļove 

(BliģkovskĨ 1976, 1979)

výsledok:  úplná odkrytá (stripped) Bouguerova anomália
(s odstr§nen²m ¼ļinkov zn§mych dut²n)

v priestore výslednej

negatívnej anomálie

boli nájdené nové,

dovtedy neznáme

priestory



ÚBA z mikrogravimetrických meraní vo Sv. Jure
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mGal

849.17

849.18

849.19

849.20

849.21

849.22

849.23

849.24

849.25

849.26

- zn§ma pivnica

prejav známej pivnice (hmmm, vínnej)

interpretácia v gravimetrii,nepriame metódy - odkrývanie

oļak§van§ pr²tomnosŠ

zasypanej pivnice

(hmmm, tieģ .........)
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? - ot§zne oblasti

ÚBA z mikrogravimetrických meraní vo Sv. Jure

prejav známej pivnice je odstránený

interpretácia v gravimetrii,nepriame metódy - odkrývanie

ģeby naozaj?.. asi nie..
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profil 99

overovací profil



interpretaļn® met·dy v gravimetrii

tzv. nepriame metódy

(so zapojením apriórnej geologicko-geofyzikálnej informácie)

Åmodelovanie 

Åtvorba odkrytých máp (stripped maps)

Åmet·da rieġenia hustotn®ho rozhrania



interpretácia v gravimetri - nepriame metódy

met·dy rieġenia priebehu hustotn®ho rozhrania

hustotné rozhranie: prechod medzi dvoma prostrediami

(horizont§lne, vertik§lne, ġikm®, nepravideln®)

vertikálne(sub-vertik§lne) rozhrania s¼ detekovan® veŎmi dobre 

(najmª ich ploġn§ poloha a horn® ohraniļenie) aj bez potreby

doplŔuj¼cej apri·rnej inform§cie

horizontálne(sub-horizontálne) rozhrania sú detekované iba

za urļitĨch podmienok:
1.  v poli ĐBA sa odr§ģa dominantnĨm sp¹sobom prejav iba jedn®ho

rozhrania (region§lne zloģky s¼ kv§zi konġtantn® alebo odstr§nen®)

2. je dostupn§ apri·rna inform§cia o hŌbke rozhrania a hustotnom

kontraste na Ŕom minim§lne v jednom bode (vrt, VES)

(je zauj²mav®, ģe v oboch pr²padoch ļasto postaļuje jednoduch§

aproximácia Bouguerovou doskou)



met·dy rieġenia priebehu hustotn®ho rozhrania

rieġenia pre horizont§lne (sub-horizontálne) rozhranie: 

linearizácia ïaproxim§cia Bouguerovou doskou (po ļastiach)

nelineárny prístup ïBackus and Gilbert (1970), Parker (1974)

regularizácia ïMudrecova a Filatov (1975)  (rusk§ ġkola)

interpretácia v gravimetri - nepriame metódy



met·dy rieġenia priebehu hustotn®ho rozhrania

rieġenia pre horizont§lne (sub-horizontálne) rozhranie: 

linearizácia ïaproxim§cia Bouguerovou doskou (po ļastiach)

Dobeġ a V§lek (1959) a Dobeġ (1968) (skriptá, str. 174 - 182)

Quereshi and Mula (1971), Geophysical Prospecting

a iní ...

interpretácia v gravimetri - nepriame metódy



subhorizontálne hustotné rozhranie (Quereshi and Mula, 1971)

1. odstr§nenie region§lneho poŎa (prejavu hlbġ²ch ġtrukt¼r) -

aproxim§cia met·dou LSQ (polyn·m 1. alebo 2. stupŔa) 

(urļenie poŎa Dgrez) ïveŎmi d¹leģitĨ krok

2. odhad hustotného kontrastu Dr(vrt, petrofyzika, hypotéza?)

3. defin²cia ġtartovacieho modelu, ktorĨ mus² byŠ minim§lne 

v jednom bode opretĨ o vrt alebo vĨstup ġtrukt¼ry na povrch

4. vĨpoļet rozdielu interpretovanej a modelovanej krivky

(Dg = DgrezïDgmod)

5. z rozdielov Dg sa urļia opravy reli®fu modelu Dh na základe

aproximácie Bouguer. doskou Dh = Dg/2pkDr

6. ġtartovac² model sa oprav² o z²skan® hodnoty Dh

7. body ļ.4, 5 a 6 sa aplikuj¼ opakovane niekoŎko kr§t (napr. 10-20)

(zauj²mav® je, ģe met·da konverguje rĨchlejġie pri pouģit² Dh = Dg/pkDr)

interpretácia v gravimetri - nepriame metódy



subhoriz. rozhranie

príklad ïġt¼dia PieġŠany



subhorizontálne hustotné rozhranie (Quereshi and Mula, 1971)

príklad ïġt¼dia PieġŠany

podloģie

Ăna povrchuñ

vrt Borovce 1.

hlbka: 1455 m

interpretácia v gravimetri - nepriame metódy


